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摘要 非对易空间效应是一种在弦尺度下出现的物理效应. 本文首先介绍了在Schwinger表象中角动

量的3个分量用产生–消灭算符的表示形式, 接着讨论了非对易相空间的量子力学代数; 然后用对易空

间谐振子的产生–消灭算符表示出了在非对易情况下的角动量; 最后讨论了非对易相空间中角动量的

分裂.
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1 引言

自从上个世纪量子力学诞生开始,人们就广泛的

运用它的思想和方法研究我们的世界. 量子力学和量

子场论是研究微观粒子和场的运动规律的科学, 在原

子和分子的尺度下, 空间是对易的. 但是, 在弦的尺

度下出现了空间的非对易效应. 最近, 在具有非零背

景场B的D膜理论低能效应研究的推动下, 非对易空

间的问题在物理学界引起了极大的关注和兴趣
[1—26].

尽管研究非对易空间问题的理论和方法主要来自于

量子场论, 然而, 在量子力学的框架下研究一些可

解模型的非对易空间效应也是非常重要的工作. 文

献[5]—[18]对非对易量子力学微扰方面的问题进行了

广泛的研究. 我们工作的重点是把单粒子量子力学的

产生–消灭算符推广到非对易空间中服从玻色–爱因斯

坦统计的态矢量空间的玻色子系统, 在非微扰的情况

下, 重新定义产生–消灭算符. 并且在所给出的相空间

变量的对易关系中包含了空间–空间和动量–动量两个

方面的非对易性. 其方法是把非对易相空间中的产生

和消灭算符用对易相空间的产生–消灭算符进行线性

展开. 然后用产生–消灭算符研究非对易空间的角动

量.

在本文中, 我们感兴趣的是在非微扰的情况下探

讨非对易量子力学的一些具有本质性的问题. 首先在

假设非对易空间产生–消灭算符形式不变的情况下,运

用非对易空间的基本关系式,给出产生–消灭算符的对

易关系. 再用对易空间的产生–消灭算符表示非对易

空间的产生–消灭算符, 得到一组满足Bose-Einstein

统计的非对易相空间的产生–消灭算符. 用这组算符

表示角动量, 进而讨论角动量在非对易相空间的分裂.

2 Schwinger表象中的角动量

在量子力学中, 采用自然单位制 (~= c = 1), 如果

算符满足如下关系

[Jα, Jβ] = iεαβγJγ , (α,β,γ =x,y,z或者1,2,3), (1)

则以Jx, Jy, Jz为3个分量的矢量算符J , 称为角动量

算符. 而角动量的平方算符定义为

J2 =J2
x +J2

y +J2
z , (2)

这样定义的角动量不仅适用于轨道角动量, 而且适用

于自旋角动量以及由它们合成的角动量.

下面借助谐振子的代数解法来讨论角动量问题.

考虑二维各向同性谐振子,相应的两类声子的产生–消

灭算符用a+
1 ,a1,a

+
2 ,a2来表示, 它们满足

[ai,a
+
j ] = δij , [ai,aj ] = [a+

i ,a+
j ] = 0, (3)

定义厄米算符(通常称为粒子数算符):

N1 = a+
1 a1 , N2 = a+

2 a2, (4)
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它们的本征函数和本征值为

|n1,n2〉 =
[
(a+

1 )n1(a+
2 )n2/

√
n1!n2!

]|0〉,
(n1,n2 =1,2,3, · · ·), (5)

以 |n1,n2〉为基构成的希尔伯特空间称为Schwinger表

象.

在Schwinger表象中, 把角动量的3个分量用产

生–消灭算符表示成:




Jx =
1
2
(a+

1 a2 +a+
2 a1)

Jy =
1
2i

(a+
1 a2−a+

2 a1)

Jz =
1
2
(a+

1 a1−a+
2 a2)

, (6)

容易验证
[27], (6)式满足角动量定义(1). 把(6)代入(2),

有

J2 =J2
x +J2

y +J2
z =

N

2

(
N

2
+1

)
, (N =N1 +N2),

(7)

把角动量算符作用在 |n1,n2〉, 有

J2 |n1,n2〉= n

2

(n

2
+1

)
|n1,n2〉 ,

Jz |n1,n2〉= 1
2
(n1−n2) |n1,n2〉 ,

(8)

上式表明, |n1,n2〉是J2和Jz的共同本征态.

3 非对易量子力学代数

在对易空间中, 坐标和动量、坐标和坐标、动量

和动量的对易关系为




[xi,pj ] = iδij

[xi,xj ] = 0

[pi,pj ] = 0

, (i, j =1,2, · · ·,n), (9)

变量 (xi,pi)与产生–消灭算符 (ai, a+
i )有如下的关系:

xi =
√

1
2µω

(ai +a+
i ); pi =

1
i

√
µω

2
(ai−a+

i ),

(i=1,2, · · · ,n), (10)

这里ai和a+
i 满足对易关系:

[ai,a
+
j ] = δij ; [ai,aj ] = [a+

i ,a+
j ] = 0, (i, j =1,2, · · · ,n).

(11)

在弦的尺度下出现了空间的非对易效应. 在后面

的讨论中用 F̂表示非对易空间算符, F表示对易空间

算符. 在非对易相空间中, 用 x̂和 p̂来表示坐标和动量

算符, 它们的对易关系由下面的公式给出[1]





[x̂i, p̂j ] = iδij

[x̂i, x̂j ] = iΘij

[p̂i, p̂j ] = iΘ̄ij

, (i, j =1,2, · · ·,n), (12)

其中{Θij}和{Θ̄ij}是完全反对称矩阵. 用对易相空间

中的x和p来表示非对易相空间中的 x̂和 p̂, 有如下关

系





x̂i = aijxj +bijpj

p̂i = cijxj +dijpj

, (i=1,2, · · · ,n), (13)

利用文献[1]的结果, 有

ΘΘ̄ =4αβ(αβ−1) •I, (14)

其中I为单位矩阵, 于是可得





x̂i =αxi− 1
2α

Θijpj

p̂i =βpi +
1
2β

Θ̄ijxj

, (i=1,2, · · · ,n). (15)

在非对易相空间中引入算符 âi和 â+
i , 它们形式如下

âi =
√

µω

2

(
x̂i +

i
µω

p̂i

)
; â+

i =
√

µω

2

(
x̂i− i

µω
p̂i

)
,

(16)

把 (15)式代入 (16)式, 再利用 (12)式很容易得到如下

对易关系





[âi, â+
j ] = δij +iµωΘij

[âi, âj ] = [â+
i , â+

j ] =
i
2
µω

(
Θij− 1

µ2ω2
Θ̄ij

) , (17)

因为所讨论的问题服从Bose-Einstein统计, 所以 â+
i

与 â+
j 对易, 即 [â+

i , â+
j ] = 0. 由此可以得到连续性条件:

Θ̄ =µ2ω2Θ 或 Θ̄ij =µ2ω2Θij , (i, j =1,2, · · · ,n),

(18)

把 (18)式代入 (15)式中, 可得





x̂i =αxi− 1
2α

Θijpj

p̂i =βpi +
1
2β

µ2ω2Θijxj

, (i=1,2, · · · ,n). (19)

4 非对易相空间的产生–消灭算符

下面用算符ai和a+
i 来线性表示 âi和 â+

i . 把 (10)
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式和 (19)式代入 (16)式有




âi =
1
2
(α+β)ai +

i
4
µω

(
1
β

+
1
α

)
Θijaj+

1
2
(α−β)a+

i +
i
4
µω

(
1
β
− 1

α

)
Θija

+
j

â+
i =

1
2
(α+β)a+

i −
i
4
µω

(
1
β

+
1
α

)
Θija

+
j +

1
2
(α−β)ai− i

4
µω

(
1
β
− 1

α

)
Θijaj .

, (20)

从因果关系知道 âi应由ai表示, â+
i 应由a+

i 表示. 因

此从(20)式可以看出α =β. 设

α =β = :α, (21)

于是 (20)式变为




âi =αai +
i

2α
µωΘijaj

â+
i =αa+

i −
i

2α
µωΘija

+
j

, (i=1,2, · · · ,n), (22)

在这里

ΘilΘlj =−θ2δij , θ =
2α

µω

√
1−α2. (23)

在非对易相空间中, 当n = 2时, 有Θ =
(

0 θ

−θ 0

)
,

(22)式变成:




â1 =αa1 +
i

2α
µωθa2, â+

1 =αa+
1 −

i
2α

µωθa+
2 ,

â2 =αa2 +
i

2α
µωθa1, â+

2 =αa+
2 −

i
2α

µωθa+
1 ,

,

(24)

由 (24)式给出的 â+
1 , â+

2 , â1, â2具有产生–消灭算符的

对易关系, 即

[âi, â
+
j ] = δij , [âi, âj ] = [â+

i , â+
j ] = 0. (i, j =1,2).

(25)

5 角动量分量的矩阵元

在非对易相空间中, 角动量的定义与量子力学中

的定义类似, 即定义角动量算符的分量为




Ĵx =
1
2
(â+

1 â2 + â+
2 â1)

Ĵy =
1
2i

(â+
1 â2− â+

2 â1)

Ĵz =
1
2
(â+

1 â1− â+
2 â2)

, (26)

利用 (25)式, 仿照对易空间中的做法[27], 可以证

明(26)式定义的算符服从一般的角动量对易关系,

即

[Ĵα, Ĵβ] = iεαβγ Ĵγ , (α,β,γ =x,y,z或者 1,2,3),

(27)

这说明在非对易情况下, 角动量的Schwinger表象描

述形式是成立的. 同样也可以定义粒子数算符

N̂1 = â+
1 â1 , N̂2 = â+

2 â2. (28)

5.1 Ĵx的矩阵元

把 (24)式代入 (26)式, 对于 Ĵx有

Ĵx =
1
2
(â+

1 â2 + â+
2 â1)=

1
2

[(
αa+

1 −
i

2α
µωθa+

2

)
×

(
αa2− i

2α
µωθa1

)
+

(
αa+

2 +
i

2α
µωθa+

1

)
×

(
αa1 +

i
2α

µωθa2

)]
, (29)

经过进一步的整理, 并且利用 (23)式可得

Ĵx =
1
2

(
α2− 1

4α2
µ2ω2θ2

)
•(a+

1 a2 +a+
2 a1)=

(2α2−1) •
1
2
(a+

1 a2 +a+
2 a1), (30)

Ĵx的矩阵元为

〈n1,n2| Ĵx |n′1,n′2〉=(2α2−1)〈n1,n2|Jx |n′1,n′2〉 , (31)

上式表明, 在非对易相空间中, 角动量的X分量只有

模的变化, 而无分裂现象.

5.2 Ĵy的矩阵元

同样把 (24)式代入 (26)式, 对于 Ĵy有

Ĵy =
1
2i

(â+
1 â2− â+

2 â1)=
1
2

[(
αa+

1 −
i

2α
µωθa+

2

)
×

(
αa2− i

2α
µωθa1

)
−

(
αa+

2 +
i

2α
µωθa+

1

)
×

(
αa1 +

i
2α

µωθa2

)]
, (32)

利用 (23)式, 经过进一步的整理可得

Ĵy =(2α2−1) •
1
2i

(a+
1 a2−a+

2 a1)− 1
2
µωθ(a+

1 a1 +a+
2 a2),

(33)

Ĵy的矩阵元为

〈n1,n2| Ĵy |n′1,n′2〉 = (2α2−1)〈n1,n2|Jy |n′1,n′2〉−
1
2
µωθ(n′1 +n′2)δn′1n′2,n1n2 , (34)

上式表明, 在非对易相空间中, 角动量的Y 分量不仅

有模的变化, 而且有分裂项出现.
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5.3 Ĵz的矩阵元

再把 (24)式代入 (26)式, 对于 Ĵz有

Ĵz =
1
2
(â+

1 â1− â+
2 â2)=

1
2

[(
αa+

1 −
i

2α
µωθa+

2

)
×

(
αa1 +

i
2α

µωθa2

)
−

(
αa+

2 +
i

2α
µωθa+

1

)
×

(
αa2− i

2α
µωθa1

)]
, (35)

利用 (23)式, 经过进一步的整理可得

Ĵz =(2α2−1) •
1
2
(a+

1 a1−a+
2 a2), (36)

Ĵz的矩阵元为

〈n1,n2| Ĵz |n′1,n′2〉=(2α2−1)〈n1,n2|Jz |n′1,n′2〉=

(2α2−1)
1
2
(n′1−n′2)δn′1n′2,n1n2 ,

(37)

上式表明, 在非对易相空间中, 角动量的Z分量仅有

模的变化, 而无分裂项出现. 值得指出的是, 当θ = 0,

α =1, 给出的结果回到对易空间的情况.

6 角动量的分裂

由角动量理论可知 Ĵ2和 Ĵz有共同的本征函数.

由于角动量的3个分量两两不对易及测不准原理, 不

能得到 Ĵ = Ĵxi+Ĵyj+Ĵzk的本征值. 联想到卡西米尔

算符 Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z , 可以得到角动量的平方, 由角

动量的平方和来求角动量的大小.

在非对易相空间中, 定义角动量的平方算符为

Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z , (38)

把 (26)式代入上式, 再利用 (30)式, 有

Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z =

1
2
N̂

(
N̂ +

1
2

)
, (39)

再把 (24)式代入上式, 即

Ĵ2 =
1
2
(â+

1 â1 + â+
2 â2) •

[
1
2
(â+

1 â1 + â+
2 â2)+

1
2

]
=

1
2

[(
α2 +

1
4α2

µ2ω2θ2

)
•(a+

1 a1 +a+
2 a2)+

iµωθ(a+
1 a2−a+

2 a1)
]
×

{
1
2

[(
α2 +

1
4α2

µ2ω2θ2

)
•(a+

1 a1 +a+
2 a2)+

iµωθ(a+
1 a2−a+

2 a1)
]
+1

}
, (40)

经过进一步的整理, 并且利用 (14)式可得

Ĵ2 =
1
2
[
N +iµωθ(a+

1 a2−a+
2 a1)

]×
{

1
2
[N +iµωθ(a+

1 a2−a+
2 a1)]+1

}
=

1
4
[N−2µωθJy]2 +

1
2
[N−2µωθJy] =

1
2
N

(
1
2
N +1

)
−µ2ω2θ2J2

y −
1
2
µωθ(NJy +JyN)−µωθJy, (41)

根据 (4)式, 可以把上式中的第三项进行改写

NJy +JyN =
1
2i

[N(a+
1 a2−a+

2 a1)+

(a+
1 a2−a+

2 a1)N ] =
1
2i

[a+
1 a1a

+
1 a2 +a+

1 a2a
+
1 a1 +a+

2 a2a
+
1 a2 +

a+
1 a2a

+
2 a2−a+

1 a1a
+
2 a1−a+

2 a1a
+
1 a1−

a+
2 a2a

+
2 a1−a+

2 a1a
+
2 a2] = 2JyN, (42)

于是, 有

Ĵ2 =
1
2
N

(
1
2
N +1

)
−µ2ω2θ2J2

y−µωθJy(1+N), (43)

在忽略含θ2的项后,

〈n1,n2| Ĵ2 |n′1,n′2〉=
1
2
n′

[
1
2
n′+1

]
δn′1n′2,n1n2−

µωθ 〈n1,n2|Jy |n′1,n′2〉 [1+n′δn′1n′2,n1n2 ]. (44)

上式表明, 在非对易相空间中, 角动量的模没有

变化, 但是有分裂项出现, 当θ = 0, α = 1, 这里给出的

结果回到对易空间的情况.

7 结论

在本文中, 首先是把单粒子量子力学的产生和消

灭算符推广到非对易空间中服从玻色–爱因斯坦统计

的态矢量空间的玻色子系统, 在非微扰的情况下, 重

新定义产生和消灭算符. 并且在我们给出的相空间变

量的对易关系中包含了空间–空间和动量–动量两个方

面的非对易性. 然后把非对易相空间中的产生和消

灭算符用对易相空间的产生和消灭算符进行线性展

开. 利用这个方法, 进一步讨论了角动量分裂情况. 文

献[10]指出: θ 6 (104GeV)−2. 所得到的结果在θ趋近

于零的极限情况下, 回到对易空间的结果.

空间的非对易效应在超弦场论以及与之相关的超

对称规范场论和超引力场论中有着非常重要的作用.

目前, 这个方面的研究在理论物理学界引起了广泛的

关注, 成了热门的研究课题之一. 然而, 尽管人们对非
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对易相空间量子力学问题的研究已取得了一些令人鼓

舞的结果, 但是大部分工作才刚刚展开, 非对易相空

间中问题在各个物理层面的理论和实验探讨都是非常

必要和非常有意义的.
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Split Angular Momentum in Noncommutative Phase Space *
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Abstract In the very tiny string scale, the effect of noncommutativity of space may appear. In this paper, the

expression of angular momentum in Schwinger representation is briefly reviewed first, then the quantum mechanics

algebra in noncommutative phase space is discussed, moreover, the angular momentum in noncommutative phase space

is represented in terms of creation and annihilation operations of commutative space. At last, the angular momentum

splitting effect is discussed in detail.
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