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摘 要

本文利用李代数 >0 9
,

= 不可约张量的概念
,

给出求阶化李代 数 %0 9。;
。

=

不可约表示的方法
5

并且给出 % 0 9? ; != 和 % 0 9: ;
,

=若千较简单的不可约表示

例子
5

阶化李代数 >≅ 9! ; 4=山
,
>≅ 9� ; �=。Α和 >≅ 9

,

; 一=7ΒΑ的不可约表示问题
,

已有一系列讨

论
5

>0 9: ;
,

=是这一系列经典超李代数。 的一般情况
5

利用 >Χ 9
。

=不可约张最概念阁
,

本文给出了求 >Χ 9。 ;
,

=不可约表示的方法
,

并且给出 >Χ 9? ; ! = 和 > Χ 9。;
,

=若千较简单

的不可约表示例子
。

一
、

% 0 9: ; < = 基的选择

选 >≅ 9。 ;
。
= 的生成元为

Δ
94= >≅ 9: =

, >≅ 9
,
= 的生成元

5

9! = > ≅ 9: = 和 >≅ 9
,
= 的

一个标是算符 Ε
,
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9?= −9夕
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/ 9夕才民= Φ ) 95 Η ϑ = Δ , 犷 Φ 4 , ! ,
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其中 2 印
,

矿= 是 >0 9: = 的 Κ � Λ 秩和 >≅ 9
,

= 的 Κ �一, Λ 秩不可 约 张 量
,

/印才夕
,

= 是 >Χ 9
。
=

的 Κ一Λ 秩和 > Χ 9: = 的 Κ� , 一, Λ 秩不可约张量
5

夕
, ,

声户是 >Χ 9。= 不可约表示 Κ 4 Λ 和 Κ 4“一 , Λ

基矢的 ,6 4,ΜΒ< Ν 符号
。

% 0 9。 ;
<
=生成元间的对易与反对易关系为 Δ

4
5

>0 9。 ;
<

= 的李代数部分的 >0 9。= Ο >≅ 9
,

= Ο 0 94=
,
Χ 9� = 生成元为 。

, % 0 9: =
,

>0 9
,
=

, Χ 94= 的生成元相互可以对易
5

!
5

> 0 9。=
, > 0 9

。

= 生成元内部对易关系已知
5

?
5

% 0 9。=
,
>Χ 9<= 生成元与 ≅9风砂= 和 / 印扮ϑ= 间对易关系决定于不 可约张 量 性

质
5

本文 �  8 Π 年 Θ 月 ! Π 日收到
5

�= >0 9: ;
,
= 与

Δ Ρ ,9,
, ,
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, , ,

, 》 4
, 。
子:
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其中 ς&
, , ,

ς Υ
“ , 为 >≅9。=

, > Χ 9
<
= 的生成元 。Λ

5

二
、

% 0 9: ; <= 不可约表示的求法

取 >0 9: ;
,

= 不可约表示空间的基为
/ , ϑ

。

Ν

丫 , 下 5

。

=
,

其中 ‘为” 的本征值
, ϑ 。 , ϑ

·

为

>Χ 9。=
,
>0 9

。

=不可约表示的标志
,

能出现的简并指标
5

/ , Φ 用4。

下份 Φ

� 5 , 了 。

是不可约表示基矢的 , 64Μ Β< Ν 符号 1?� Ω Ν 是可
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当取矩阵元为实数时
,

利用 Ζ 一) 定理
,

可以定义 2 9风夕幼和 / 9夕冲
ϑ

=的约化矩阵元为

ϑ氛ϑ二
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若能求出全部 ≅ 和 / 的约化矩阵元
,

就解决了 >0 9。 ;动 的不可约表示问题
5

从公式 9!
5

! = 和对易关系 9�
5

, =
,

利用 〔?� 中 %0 9
,
= 的 ∋一 系数

,

可求得约化矩阵元

满足下列方程
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约化矩阵元还满足以下方程

Τ互
兰止! 里

供单叮Φ
!Υ
‘艺 ∴‘一 4ϑ 5

9、Ι=ϑ
。

9一 ,

气ΨΞ。 一 Ψ 正
。
;

β

一 4=Ν
‘

Υ&2 ΥαΝ ϑ 5
9友=ϑ

。

9一 4=“=9Ν几9‘=ϑ
5

9一χ=
Β
ΥΥ/ Υ】甘一

ϑ 5
9Ξ友=ϑ

。

9一χ一 4=
“‘

=

一 Τ
Ο ‘5 一 Ο 泛。 一 � =9Ο Ξ。 一 Ο

9
Ο ,。 一 二, 5 =

, 型Υ
‘

买“ϑ ,
9‘, ϑ ·

9一‘,
·
”−’“

Η 4ϑ , ϑ 5 。 , ,

[9Ν Η 4ϑ 5 ϑ 。

了
,

44ϑ 44Ν ϑ 5
9无=ϑ

。

9一 4=岭
,

其中 Ξ
,

掩
,

χ
,

4 大小顺序任意
5

9!
5

�=

Α远止逃止卫远‘也‘卫!飞圣
轰9夕,

。

一 夕,

一
�=9

Ο , 。 一 Ο 如 Η 4=Α
艺 ∴Ν 一 φϑ 5

9Ξ友=ϑ
5

9一χ一 4=
。 ’

��2 44Ν

一 4ϑ ,

9Ξ=ϑ
5

9一χ=
“ , ,

=∴Ν 一 4ϑ 5
9Ξ=ϑ

。

9一χ=
。 , ,

�Υ2 ΥΥΝ ϑ
5 ϑ , “

=
Ο 俪 一 叙5 一 4

δ佃

ϑ ,

9

一 Ο 加 Η �Υ
二
’

艺 9甘一 !几9Ι左=ϑ
5

9一>一 ⎯=
“‘
��− &4Ν

Μ=ϑ
一

9一⎯=丫
,

=∴Ν 一 �瓜9Ξ=ϑ
5

9一 ⎯=
。”

��2 4ΤΝ ϑ
3 ϑ

。“

=

ϑ
‘

1
5 5二

Η一

、 Α, ,
。

一 , , 5

Η � �
丁 �

—
Μ

、

Ψ了。 一 Ψ45

一
& Α

’

艺 9Α 一 φϑ ,

9Ξ灸=ϑ
。

9一>一 ⎯=
。’

Υ&2 44Ν

一 4ϑ 5
9灸=ϑ

5

9一χ=了
,

[∴Ν 一 4ϑ 5
9及=ϑ

。

9一χ=
“‘,

&&2 &ΥΝ ϑ
5 ϑ 5 。

[

Η 名 9Ν 一 ⎯ ϑ 。9Ξ左=ϑ
。

9一>一 ⎯=
。 ’

��− 44Ν 一 �几9天=ϑ
。

9一‘=‘
’

=
。 , ,

Ο ∴Ν 一 4ϑ 。9友=ϑ
。

9一 4=
“ , ‘

�】2 &】Ν ϑ 5 ϑ
。。
[ Φ 3 ,

9!
5

Θ=

万9
工‘, 一 Ο 气。 一 ‘=9, , 。

79
Ο , 5 一 Ο , 5 Η 4=9夕, 。

一 Ψ4
,

一 Ψ4。

士卫工备
一 4=Α

艺 ∴Α 一 4ϑ。9Ξ=ϑ
。

9一⎯=
Β “

�&/ α4Ν

一 φϑ 5
9Ξ灸=ϑ

5

9一护一 4=
。,

=∴Ν ϑ , ϑ
, 。

&&/ Τ&Ν 一 �几9Ξ=ϑ
。

9一 Ξ=
。 , ‘

[

Η 丁垒匕二丛巴二上飞合, 若‘一 Ω ϑ Γ 9,、ϑ
5

9一 , =。
, ,

4ϑΔ ϑαΑ

‘Ο , 5 一 Ο 花。 Η � Α ⊥
目

β

一 ! &’5 9Ξ友=ϑ
。

9一χ一 4=
“‘

=∴Ν几ϑ 5 。
ΥΥ/ 4αΝ 一 4ϑ。9Ξ=ϑ 。

9一 4=
“’‘

=

Η

Τ粉粉兴Υ
‘

买“
一 ‘ϑ ,

9‘, ϑ ·

‘一‘,
·“
”/ ”‘

一 !几9Ξ灸=ϑ
。

9一Ξ一 4=
“’

[∴Ν ϑ 5 ϑ 。。
&α/ 44Ν 一 4ϑ。 9友=ϑ

。

9一χ=
。“

[

Η 艺 ∴Α一
ϑ 5

9友=ϑ
。

9一 ,=“ ��/ 44Α 一 φ ϑ。9Ξ友=ϑ
。

9一>一 ,=
“‘

=
口, ,

Ο ∴Ν ϑ 3 ϑ 3 Β
44/ &ΥΝ 一 4ϑ 。9及=ϑ 。

9一4=
。”

= Φ Π ,

9!
5

⊥=



第 � 期 韩其智等 Δ 阶化李代数 >0 9二 ; <= 的不可约表示 � � �

Τ, , 。 一 , Δ 。 Η ‘Υ蚤艺 9Ν 一 φ ϑ ,

9>‘=ϑ
。

9一>一 , =
Β ‘

ΥΥ2 &4Ν 一 ‘ϑ 。9‘=ϑ 。

9一 >=
Β ”

=

Ο ∴Α 一 ⎯ ϑ 5
9Ξ=ϑ

。

9一 χ=
。”

Υα− Τ&Α ϑ 。 ϑ
。。
[ Η Τ, Ξ。 一 , , 。 一 � Υ奋

Ο
艺 ∴Ν 一 ! 几9Ξ‘=ϑ

。

9一>一 , =。
‘

��2 Ξ4Ν 一 � ϑ 5
9‘=ϑ

。

9一‘=
。”

=
口”

Ο 9Ν 一 4几9Ξ=ϑ
。

9一 ⎯=
““

��2 &】Ν ϑ 3 ϑ 3 Β
= Φ 3 ,

9!
5

8=

Τ
Ο ‘。 一 Ο , 一 �Υ备艺 9Ν 一 φ ϑ 。9‘友=ϑ

,

9一>一 >=矿��2 44Ν 一 ‘ϑ。9Ξ=ϑ
。

9一χ=
Β ’‘

=

Ο ∴了一 4ϑ 。9Ξ=ϑ
,

9一χ=了
,

��− &&Αϑ
5 ϑ 。。

= Η Τ
Δ Ξ。 一 Ο , 5 Η 4Υ告

Ο
艺 ∴Ν 一 φ ϑ 。9‘友=ϑ

,

9一>一 >=
。 ‘

��Π &&Α 一 � ϑ 5
9友=ϑ

。

9一χ=
“’‘

=
“, ,

δ 9Ν 一 4ϑ 5
9友=ϑ ”

9一 χ=
“‘’

&&2 44Ν ϑ 3 ϑ 。。
= Φ 3 ,

9!
5

 =

矛
一 !

ϑ ? 9?� � =

&’! 9 �� =

八 9? �=

合

Ν 一 ? ϑ Α

产、

Ν 一 ?
5

ϑ , 9 �� �=

&’φ 9Σ � =

奋
一 Σ

乃
& !岔

〕, &’⎯ 9?� =

图 4

艺 ∴‘一 φ ϑ ,

9‘Ξ=ϑ ”

9一>一 >=
。 ’

��2 44Ν 一 ‘ϑ 。9‘=ϑ ,

9一 >=
Β ’‘

[

Ο ∴Ν 一 4 ϑ ,

9Ξ= ϑ ,

9一χ= Β’
‘

ΤΥ川ΥΝ ϑ 3 ϑ 3 Β

= Φ Π
5

9!
5

� Π =
、

、、;;甲」

口, �设 Α 为 Ν 在某一不可约空间最大值
, ϑ黔

, ϑ ΩΠ= 为相应的 ϑ , , ϑ
, 5 则从 ΥΑ

ϑ沙 ϑ沪

Υ 了 用 ⊥
”

出发
,

在没有简并情况下
,

利用递推关系 9!
5

叻 ,
‘

适当选取相因子满足 9!
5

�一!
5

�Π= 式
,
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以求出全部约化矩阵元
5

在有简并情况下
,

递推关系 9!
5

Σ=不能完全确定约化矩阵元
,

须

要明确简并7 子数或利用正交化手续
,

才能求出全部约化矩阵元
5

三
、

几个简单例子

我们用 9Α ϑ妙ϑ ΩΠ= = 标志 >Χ 9。 ;
,

= 的不可约表示
5

4
5

>Χ 9?; != 的不可约表示 9Α玛
。, 9Π Π Π = 玛

。,9Π Π==
Δ
9见图 4=

Ν ϑΒ∴
3, 9ΠΠ Π = ϑ Δ ‘5 ,

9�Π、

Ν 一 Θ &’5 9Π ΠΠ = 八 9�Π =

图 !

每条线旁所注为相应 /
, ≅ 约化矩阵元乘积

5

例

9Α一 � ϑ ?

9! � !=ϑ
φ

9! �=
“ ‘

44− &α剑
Π , ϑ ΩΠ=

。
=9Α 一 � ϑ ?

9! � � =ϑ
Δ

9! �=
。’

Τα/ Υ4打Ω
Π , ϑ Ω

3 ,Β

=

Φ 4; ? =

当 Α 钾 。, 土‘
, � ! 时

,

为 Α 可取连续值的最低维表示
5

!
5

>Χ 9? ; != 的不可约表示 9Αϑ护, 9Π Π Π= ϑ织,9! Π== 9见图 ! =

?
5

>≅ 9: ;
,

= 的不可约表示 9Αϑ望, 93⋯ 3= ϑ华, 93⋯ 3==
,
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八
Ν 45γ 9Π一. ,

八 9Π⋯ Π =

八
Ν 一 !&’β 9? � &’5 9?⋯? �=

二二生才一 !=

伽 一 ! =

八
Ν 一 ? &’5

⋯ 4 = &
, 5

9Σ
· , ·

Σ �=

图 ?

可以用数学归纳法证明

∴Α 一 ! ϑ 5
9Ξ=ϑ

5

9一χ=
Β “, α&− &αΑ 一 ⎯ Η 一ϑ。 ϑ 。““一”=∴Α 一 ! ϑ 5 9Ξ=ϑ

,

9一χ=
Β “川/ 44Α

一 ‘Η ‘ϑ , ϑ二“一”, 一 9‘Η ‘一 ‘, 9策尹
‘

一
, Η ·

,架Η , ,“=
·
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