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一种寻找具有多项式因子的本征

函数的位势的方法

良勃楚大

东

杨仙

摘 要

本文以 :; <= 4 >= ? ≅7
Α

方程为例给出一种寻找具有多项式因子的本征 函数的位

势的方法
,

表明原量子力学中的谐振子势和库仑势的本征解是可由本方法给出

的二个例子
6

本方法及结果对强子结构模型理论有一定参考价值
,

例如文献 Β Χ 〕

中的那个在分析紧束缚于某种势阱中的层子的场合下从 Δ79 <7
一

&Ε 58改7 Α
方程近似

导得的微分方程
,

当以三维球对称势

以
Φ

Γ 一 Η 。

一 Ι

伽十 生、尸 了瓦尸 ϑ 风卢

Κ Λ Μ

代入并用本方法解之时
,

某些计算结果如图 Λ 所示
,

图中
,

厂须理解为介子质量

平方 Ν ,

的线性函数
,

显示出某种
“
准 ,7 ≅ ≅7

一

轨迹
”行为

6

一
、

引 言

轻子对核子的深度非弹实验结果指出 Β�� ,

强子中的层子是处在一相当深而底部 又相

当平的势阱中
6

为从理论上分析
,

较流行的是用 Δ 一& 方程
,

已尝试过的势模型有方势阱9ΛΟ 、

谐振子势Π三维和四维Γ
『�,Χ 〕
及所谓

,
势

〔∀Ο
等

6

近几年来
,

另一类工作
,

即采用夸克束缚的非

相对论线性位势模型
,

用 &;< 苗>= ?

≅7Α 方程进行分析
,

因其能从另一角度得到 , 7 ≅ ≅7 轨迹
,

故也颇受注意
6

文献 汇Χ �中把 Δ一 方程在分析紧束缚于势阱中的层子的场合下简化成一

个线性齐次二阶微分方程
,

该方程的解法实与解 :; <峪>= ?≅ 7Α 方程相仿
6

上述各种势模

型都尚有改进的必要
,

但至今
,

有非微扰论的解析形式的精确本征解的势例仍然是不多

的
,

任何其它势模型的尝试
,

看来取决于发展一种求本征解的新方法
,

本文将作这样的

尝试
6

本文第二节给出一种寻找具有多项式因子的本征函数的位势及其本征解的方法
,

发

现原量子力学中的谐振子势和库仑势的本征解只不过是用本方法可求得的最简单的二个

例子
,

引起作者重视的是如 Π� Θ Γ
,

式所示的势阱模型
,

它的本征解在第三节给出
,

第四

本文 � ! Ρ 年 , 月 � 日收到
6
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节中指出
,

此解也是在相应近似下的 Δ一: 方程的 解
,

显 示 出某 种
“
准 ,7 ≅ ≅7 轨 迹

”
行

为
6

二
、

具有多项式因子的本征函数的势及其本征解

设球对称势阱 Η Π
,

Γ 为多项式形式
, :; <ΑΘ >= ?

≅7Α 方程的径向部分可化成。

> ΣΤ
竺二

一

十 「又一 . Π
Φ
Γ」Τ

> Α ‘
Π5Γ

式中

必Π
Α ,

Ρ
, 甲Γ 一 , Π

Α

Γ % , 。
ΠΡ

, 甲Γ

, Π
犷
Γ 一匹二Λ

Υ
,

5Π5 ϑ �Γ
ς 、 ς ς , 、

万 又犷少Υ 一Ω 二了一 十 广 . 又Α 夕
,

ΠΛ Γ

业护一一尸

几Υ 夕
Ξ ∗ ,

其它符号不言 自明
6

为简单计
,

下面也称 . Π
,

Γ 为势函数
6

ΤΠ
Α
Γ Υ ∃ Π

Α
Γ

7一“
Α , ,

式中变换函数 − Π
,
Γ 待定

,

Π5Γ 式化成

引人变换

Π� Γ

为一 Λ乙户ϑ ΠΦ 一 . ϑ 台
,

一 乙Γ∃ Υ Ψ ,

ΠΧ Γ

Π顶上带撇表示微商
,

Γ 本节的目标是寻找哪些多项式势 . Π
,

Γ所相应的本征函数具 有多

项式因子 ∃ Π
Φ

Γ

月Π
Α

Γ Υ Α ‘

万
Ε , Α · , Ε 。矢 Ψ ,

Π∀ Γ

“Γ式可看成是用级数解法解 Π劝 式所得者
,

系数

Ε ,

Υ Ψ ,

, Ζ Ψ ,

, [ Ψ ,

刀 [ 刀 Φ

, Ζ ? Ω

, ,

满足
“

上下截止条件
” ,

意指

Π当
, Γ Ψ 时Γ

Π当
, 簇 Ψ 时 Γ

关于 , Π
Α
Γ

,

作者认为只需满足其径向几率密度 尸, ΠΑ Γ 处处有限并可 积 Π指 可 归 一Γ 即

可
,

为此
, ‘Π

Φ

Γ 和 ∃ Π
Ι
Γ应受如下约束

Ι

’

�
6

《
,

Γ中不必包含 �。 ,
项

,

亦即 后中不必包含
, 一 ,

项
,

这是因为若 − Π
,

Γ Υ )5
? Φ ϑ

认Π
Φ

Γ
,

则 ∴ Π
Φ
Γ一厂

注∃ ΠΑ Γ
。一嘟。 ,

如 Π分式所示
, ) 可并入 : 中

。

亦即 − Π
,
Γ 中的 5?

Φ

项可

吸收入多项式 月Π
,
Γ 中

6

Λ , 》 Ψ 时
,

应保证
, 妻 。及 − Π

,

Γ竺军 ϑ ;4 Φ 反之
, , Ζ 4 时

,

应保证
, 提 。及

护Ω 争 Ψ

− 又Α 夕

一
十 ;4

。

下文用到时
,

将以条件 � 和 Λ 简称之
6

以 Π分 式代入 ΠΧ Γ 式后整理得到的系数
。 ,

的递推

� Γ 对二体问髓
,

此为相对运动部分
,
尸 是折合质量

6
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方式将因 云 和 . 的形式而异
,

下面按系数递推的简擎顺序分类讨论
,

应注意 ΠΘΓ 式和

Π�! Γ式分别是系数递推最简单和次简单的情况
,

相应的 . Π
犷
Γ 及本征解是我们寻求的目

Π∋Γ 台Υ 刀。 Α , ϑ , ,

Π‘ Υ

几一 . ϑ 乙
,

一 乙 Υ

ΠΝ 十 Λ Γ
一 ‘刀, Φ ‘ ϑ , ,

Γ

(
6

Υ Υ

一 万 十 ”。 Φ “

Ι

ΠΘ Ε
Γ

ΠΘ ]Γ

以 Π‘Γ 式代人 ΠΧ Γ式
,

可整理得
。 ,

的递推方程

Β Π
, ϑ ,

ΓΠ
二 ϑ , 一 � Γ 一 ( Ο Ε ,

一 ⊥Λ Β
, ϑ , 一 ΠΝ ϑ Λ Γ Ο Δ一

_ 。
⎯

Ε

一Ι 。ϑ Λ Γ Υ Ψ ,

Π! Γ

这是下标以 ΠΝ 十 Λ Γ 为单位间隔的相邻系数的逐项直接递推
,

进一步的讨论应区别三种

情况
Ι Ν 十 Λ Υ Ψ

,

。 十 Λ [ Ψ 和 Ν 十 Λ Ζ Ψ6

Ν 十 Λ Υ Ψ 时
,

按条件 � 可取 Δ 。 Υ 4 ,

ΠΘ ]Γ式右边二项可合并
,

即可取 _ 。 Υ Ψ ,

Π! Γ

式变成

ΒΠ
二 ϑ ,

ΓΠ
, 十 ‘ 一 5Γ 一 ( Ο 。

,

α 4 ,

为保证
Ε 。

矢 4 ,

知应
�

6

厅丫二: Υ — 士 ‘ 5—
月Υ ‘ ,

Σ 3 斗
ΠΡ Γ

Ε 。也就是唯一的不为零的系数
,

于是

∴ΠΑ Γ 一了
Ι Φ

争
痴

ϑ 了
Λ Φ

告
一

币
易见这种解不能同时满足径向几率密度处处有限和可归一的要求

,

故 Ν ϑ Λ Υ Ψ 的情况

应排除
6

。 ϑ Λ [ Ψ 时
,

从 ΠΘΕ Γ 式及条件 Λ 知应保证 Δ 。 [ 。, , Γ 。, , 妻 Ψ
6

同理
, 二 十 Λ

Ζ Ψ 时
,

应保证 Δ , Ζ Ψ , , Π 4 , 。 镇 Ψ
6

注意到上述
,

这二种情况可统一地按 Π!Γ 式处

理之
,

由“
下截止条件

”仍得 Π:Γ 式
,

中的
“ 士 ”

号的取法显然应

为使该式有意义
,

应 ‘ Γ 一

专
,

在 “ Γ 。时
,

ΠΡ Γ式

, Υ 生 十
Λ 弃不
了弃

, ϑ Λ [ Ψ 时
,

Π; Υ Ψ 时应包括
, Υ ΨΓ

ΠΡ Γ

。 ϑ Λ Ζ Ψ 时
。

一
=一Λ

一一

按
“
上截止条件

”由 Π夕Γ式可得

_ , 一 ΛΠ
, ϑ ,

ΓΔ 。 ,

Π Γ

结合条件 Λ ,

上式表明对 Ν ϑ Λ [ 4 和 。 十 Λ Ζ 4 都有 _ 。 Γ 。
6

显然
, 。
应是 Π二 十 Λ Γ

的整数倍
。 Υ 刃Π, ϑ Λ Γ

, 刀是正整数
6

Π王。Γ

以 ΠΘ
Ε
Γ 式代人 ΠΘ ]Γ 式

,

并用到 Π Γ 式
,

可得

. ΠΑ Γ 一
Φ 十 三 一 Λ � Μ

6 ,
、

移
6

」Υ 了 月Υ

一 又Ν 十 � 夕
Λ

Δ 4 Α 份 ϑ Δ 盆
Α ΣΠ“ϑ ‘Γ

Π� �Γ

这表明凡能用上述步骤求本征解的势的一般形式只能为
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. Π
,

Γ Υ . 。
ϑ . 一Λ , 一Λ

ϑ 尸 , , ‘ ϑ . ΣΠ, ϑ � ΓΑ , ‘, ϑ , , 6

Π �Λ Γ

凡是给定势属于 Π� ΛΓ 式所示形式者 Π式中各系数都是给定值Γ
,

可由比较 Π�Λ Γ 式和

Π� � Γ式确定 Δ 。
及相应本征解

,

注意到 Π:Γ 式确定 , ,

所得结果按 Ν 的数值分成三大类如

表 � 所示
,

因为只要参数已知
,

从 Π! Γ式求出系数后得到本征函数是很平凡的
,

故表中本征

函数部分从略
6

由表 � 可见
, 。 一 。类

,

若 . 一 Ι

Υ 5Π5 ϑ 5Γ
, . 。

一 。
,

则势正是三维球谐

表 � 势 Π� Λ Γ 式用本方法 Ζ∋[ 求解结果列表

类类 别别 石ΠΦ

ΓΓΓ 由与 Π� �Γ 式比较知知 本 征 值值

州州 Υ /// . 。
十 . 一

厂
一Λ

ϑ .犷
ΛΛΛ

又一 Λ

Π
, 十 , ϑ

韵氏
一.Ψ,, 由 Π��

6

] Γ 式代人 Π� �
6

。
Γ式得得

ΠΠΠΠΠΠΠ��
Ε

ΓΓΓ “一

.Ψϑ
,

汽份
了ϑ

韵
666

刀刀刀刀, 一 斌Γ几
,

Π�� ] Γ
β ,, Π�� > ΓΓΓ

((((((( 一. 一 Ι 6

Π� �
7
ΓΓΓΓΓ

税税 α 一 ���
⎯凡 十 Φ 一Ι , 一 十 Φ ς �

。
,,

久ϑ Δ篇二万
。

Π� ΧΕ

ΓΓΓ 由 Π�斗
6

] Γ 式代人 Π王Χ
,

。Γ式得得

55555
⎯⎯⎯ Δ 二

一
. 一‘

Μ Λ Π
, ϑ ,

Γ
,

Π� Χ] Γ
β ΓΓΓ 一 .二

,,

((((((( 二 . 一 Λ 6

Π5斗
7

ΓΓΓ 儿 α 户 ?
一

一
。

吸 = , Ψ ΛΛΛ

斗斗斗斗斗Π”十 ‘Γ
‘‘

功功 奔 Ψ , 一 夏 一 ΛΛΛ Π�Λ Γ式式 几一.。 Π�∀
Ε

ΓΓΓ 又一 不。。

。。。。,

一
Φ ,

Μ ,

Β
, ϑ χχχχχ

ϑϑϑϑϑϑϑ 上 Π二 ϑ , Γ�
6

Π , :] ΓΓΓΓΓ

ΛΛΛΛΛΛΛ
“

」」」

召召召召, 一 士斌兀兀二几
,

Π一,
7

Γ
β β ,,,

;;;;;;; 一. 一Ι 6

Π� ∀ > ΓΓΓΓΓ

二 一 。
,

一 5 都属于 二 十 Λ [ Ψ 的情况
,

应 Δ 6 [ 4 ,

故分别限于 . Σ
[ 。和 .ΩΩ

2
Ζ 。的势

6

其正负号取法由 二 十 Λ 的正负确定
6

振子势
,

本结果全同于通常量子力学所给者
,

但因本情况下还包括含 厂
Λ

项的 Η Π
Ι

Γ
,

故

。 一 。类 可称为
“
泛球谐振子解

” 6

Ν 一 一 � 类
,

若 . 一Λ

Υ 5Π5 ϑ 5Γ
, . 一 ,

Υ 一 尸Σ 扩
,

. 。
Υ 。,

本结果正是通常量子力学中的类氢原子解
。,

同样的理由称此类 为
“
泛库仑Π吸引Γ

势解”
6

表中第三类解是颇为新鲜者
,

作为示例
,

附录 ∋ 给出势 . Π
,
Γ Υ . 。

一 ! 洲一‘ ϑ 厂
‘

的详细解法
,

满足 Π�∀Γ 式的势 Π�Λ Γ式的特征体现在幂次及系数的相互关系上
,

对于这么

多势都具 又 Υ . 。

作为其本征值之一在物理上意味着什么目前尚不清楚
,

但可指出
,

由 犷
Α

Υ 4 不是这类势阱的极小值点
,

故并不牵涉到所谓零点能的概念问题
,

还可指出
, 元 Υ

δ 。

并不一定是这类势的唯一的本征值
,

例如 。 一 Λ 的

ς
6

瓦5 十 5Γ
。

厂
、 二 ,

� 、 Μ 万
‘ , 二

ς

‘ 二 Υ
八 、 Ι 二、

. δ Ι
Γ 一 .

。

ϑ 兰二二
一址么 一 Σ ∋+ 十 立 ⎯丫 . ‘尸 十 . ‘砂

,

. Θ

[ Ψ
,

又� Θ少
犷1 Κ Λ Μ

Π式中 + Γ �
,

是整数
,

Γ 用下面即将介绍的方法 丈? [可求得其它的本征解
6

Π��Γ ‘

Π〔

α Δ 州
, Ι 份‘ϑ �

ϑ Δ 。
Ι Α 柳 , ϑ � ,

一 Π。
,
ϑ Λ Γ

一‘Δ 。
Φ 犷’ �ϑ ,

ϑ Π,
Λ
ϑ Λ Γ

一 , Δ 。
Ι 尹” Λϑ , ,

Γ Π�! 砂

均 以周世勋编
“

量予力学
”为例

,

本文式中的 ,
是书中的

。 , 6

另外
,

一般书中是要求 , Π心 处处有限
,

此时从 Π即

式知
了
“ 5 ϑ 七
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ς
6

二 , 义 (
6

Υ Υ
6

。 Υ

‘ 一 “ 十 。
‘

一 。 一 一 万 十 口叭Α Υ ’

十 口、
尹
’’Λ

,

∋, Λ
ϑ Λ ⎯[ 5Ν

Ι
ϑ Λ �

6

Π�! ]Γ

这显然是除 ΠΘ Γ 式外最简单的情况
,

上面关于 Ν ϑ Λ 的符号与 Δ Ν 、

: 及
, 的符号关

系的讨论在此仍然有效
,

显然要求 Ν Ι
十 Λ 与 。Λ

十 Λ 同号
6

Π� ! Γ 式代入 ΠΧ Γ 式后可整理

得

ΒΠ
二 ϑ ,

ΓΠ
Λ, ϑ χ 一 5Γ 一 ( Ο

Ε ,

一 ⊥Λ Β
Λ, ϑ ‘ 一 ΠΝ

Ι

ϑ Λ Γ ∋Δ , Φ

一 _ , Ι

⎯
Ε一Π, , ϑ Λ Γ

一 ⊥Λ Β
, ϑ

‘

一 Π二
Λ

ϑ Λ Γ Ο Δ
二 Ι

一 _ , Ι

⎯
Ε
一Π, Ι ϑ Ι Γ 一 4 ,

Π� Ρ Γ
“

下截止条件
”
给出 Π:Γ

,

式
,

且要求

Ε ,

Υ Ψ ,

Ψ Ζ Λ, Ζ Ν 5
ϑ Λ

/ [ , [ 叭 十 Λ

Π当 Ν Φ
十 Λ [ 。时ΓΦ

Π当 Ν ,
ϑ Λ Ζ Ψ 时Γ6

Π� Γ

“
上截止

”
于

召。

的条件要求

_ Ν Ι

Υ ΛΠ
。 ϑ :

ΓΔ , Ι ,

Ε ,

Υ Ψ ,

。 一 Π。
Λ

一 。5Γ Ζ Η Ζ ,
Π当 , �

十 Λ [ Ψ 时ΓΦ
。 一 ΠΝ

Ι

一 Ν 5

Γ [ , [ 。
Π当 。 ,

ϑ Λ Ζ Ψ 时Γ
6

因仅当 ΠΛ �Γ 式是在 Π� Γ 式的前提下按 Π�∀Γ 式 自然递推的结果时
, “
上截止

”

故应
, �

ϑ Λ Υ , Λ

一 。 Ι , 。 Λ

Υ ΛΠ。
Ι
ϑ �Γ

6

引入 留 Υ 。 �
ϑ Λ , 。 Ι

ϑ Λ Υ Λ 。 ,

Π�Ρ Γ 式可写成

Β Π
二 ϑ :

ΓΠ
, ϑ ‘ 一 5Γ 一 ( Ο Ε ,

一 Β Λ Π
, ϑ ‘ 一 留ΓΔ 。 Ι

一 _ , ,

Ο Ε , 一,

一 Β Λ Π
Λ, 十 ‘一 Λ留ΓΔ Ν Ι

一 _ , Ι

Ο Ε一
Λ。 Υ 4 ,

,

显然应有
, Υ 叮。 ,

于是满足
“
上下截止条件

”的系数递推方程可详列如下

Β
:

Π
:

一 �Γ 一 ; Ο
Ε 。

Υ Ψ ,

Β Π留 ϑ :
ΓΠ留 ϑ : 一 5Γ 一 ( Ο

Ε , 一 ΠΛ
, Δ , ,

一 _ 。 ,

Γ
Ε 。 Υ 4 ,

Β ΠΛ留 ϑ :
ΓΠΛ 留 ϑ ‘ 一 � Γ 一 ( Ο Ε Σ , 一 Β Λ Π留 ϑ :

ΓΔ 。 ,

一 _ 。 ,

Ο Ε , 一 ΠΛ
‘Δ 。 Ι

一 _ , Ι

Γ
Ε 。 Υ Ψ ,

ΠΛ Ψ Γ

ΠΛ �Γ

才能实现
,

ΠΛ Λ Γ

Π�∀ Γ
,

ΠΛ � Ε
Γ

ΠΛ � ]Γ

ΠΛ � 。

Γ

Β ΠΙ ‘ ϑ
‘

ΓΠΙ ‘ ϑ ‘一 � Γ 一 ( Ο Ε , 留 一 ⊥Λ ΒΠΙ 一 �Γ留 ϑ , Ο Δ , Ι

一 _ 6 Ι

⎯
召Π, 一 Ι Γ , 一 ⊥Λ Β ΠΙ 一 Λ Γ。 ϑ , ∋Δ , Ι

一 _ , Ι

⎯
Ε 7, 一ΛΓ岁 Υ Ψ ,
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6

ΠΛ � δΓ

ΠΛ �
Ε
一>Γ 式是满足

“
下截止条件

”的系数递推
,

ΠΛ� 一δΓ 式是
“
上截止条件

”的体现
,

ΠΛ �δ Γ式

就是ΠΛ Ψ Γ式
6

在 ΠΡ Γ
’

式和 ΠΛ Ψ Γ式代入后
,

原则上即可从ΠΛ �
Ε
一> Γ式求得以 Δ 。 Ι 、

Δ , Ι 、

( 、

_ 。 Ι

和
,
为参数的各系数 Π指与

Ε 。

之比Γ
,

因而 ΠΛ � 7Γ 式可视为这些参数所需满足 的 约

束方程
,

一

可形式地表示为

δΠΔ 二 , , Δ , Ι , ( ,
_ , , , ,

Γ Υ Ψ
6

ΠΛ Χ Γ

Π�! Γ式给出
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若限于较熟悉的情况 ; 一 5Π 5 ϑ � Γ
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⊥
Δ“

Ι

一 Λ

Π
· 十

Μ
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这表明凡满足二式所示的幂次及势系数要求的如下形式的势
Π
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的是 二 Π
·

Γ 一巡
架兴Γ
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,

双
,
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只是 ΠΛ � Γ 式所示的递推方式比 Π! Γ 式复杂些
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,

当ΠΛ多Γ
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,
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Μ
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Γ
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,

在给定 + 下
, 5 有上限
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此方程的根的个数就 是 一
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作者认为如 Π� Θ Γ 式所示的势阱对强子结构模型理论可能具

有参考价值
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这基本上是库仑势和球对称二项式势阱的叠加
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可能适用于受强作用或超强作用束缚的
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二带电粒子体系
,

拟留待以后详细分析
6

以上 Ζ∋[和 Ζ? [ 已介绍出本方法的梗概
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继续按此线索
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当然
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系数递推方式愈复杂
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求解会愈麻烦
6
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底部的平坦
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6

对二体问题
,

就经典意义来说
,
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标志体系的线度

6

以 Π� Θ Γ’式代入 Π5Γ 式
,

且作自变量变换
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求解的具体计算例子请见附录 ? ,

为便于了解
,
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状态在 刃 α .石二侧左右对称分布

夕夕夕
9

夕夕乏卜卜少卜卜了
、

夕卜夕6∀浦6Χ月6�6�

⋯�
忍卜夕

⋯5
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6

咬丈ΜΚ炭丈戈丈哎眨或哎
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三6工6

�
5:7山

χ
6二

χ
下5χ
6

χ�
6 7:Α:7川,6

χ=

、、

�6�
6

玲

Ζ  
6

Χ [
6

Ζ Ρ
。

Χ[
6

Ζ  
。

� [
6

Ζ !
。

� [
6

Ζ Ρ
。

� [
6

Ζ Θ
。

� [
6

Ζ  
。

Λ [
6

Ζ !
。

Λ [
6

Ζ Ρ
。

�[ Ζ Θ
。

5[

Ζ  
6

�[ Ζ !
。

�[ Ζ ∀
。

鱿

⋯
⋯
Ζ  

6

� [

[

、Ζ

⋯户Ζ !6

6

6

6

6

⋯6 ⋯Ζ Ρ
。

� Γ

.占一 Λ∀ . Θ 一 �Ψ .石ϑ �Ψ .石十 Λ∀ 刃

图 Λ 状态在 Π5
, 万Γ 平面上的分布

ΠΛ Γ + Υ 。 ϑ ‘ ϑ � ,

由 Π:Γ
‘

式知
, 5 α Ψ , ‘一 。时

,
+ Υ , ϑ � Φ 5 [ Ψ , ‘ [ Ψ 时

,

: Υ 5 十 5 ,

+ Υ 刀 十 5 十 Λ
6

臼 Γ 当 5 Υ 4 , χ Υ Ψ 时
, Ε 。和 Ε ,

可同时不为零飞从
Ε ,

可独立地递推一套系数
,

对此

显然应
, Υ 刃。 十 � ,

但这一套其实和
Ε 。

那一套相应于同一解
6

ΠΧ Γ 当按模式 Ζ∋[处理时
, Ν 一 Λ ,

系数下标单位间隔是 Χ Φ 当按模式 Ζ��Γ 处理时
,

系数下标单位间隔则是 。 Υ Λ ,

此时为保证
“
上截止条件气 必需

, Γ Λ
6

, Ζ Λ 的态只能

按模式 Ζ∋[ 处理
6

从表 Λ 所列的实际计算结果可看到
,

对于给定的 +
,

Π5
, , ,

砂 中只其一是独立的
,

通

常是取 5 为状态量子数
,

描写态的另一独立量子数是与 5 一定时 厂 的多值相应 的
,

以表

中Ζ 
6

� [为例
, 5 Υ 4 时有

双 一 .舀一 Λ �
6

Θ ,

. 4
ϑ  

6

Λ ,

α .么一  
6

Λ
,

又Φ 一 .石
,

一 .毛ϑ Λ �
6

Θ
,

若以 ￡示此量子数
,

则不计自旋时以 Π蔺
, 5, , Γ Π。 是磁量子数Γ标志 本 征态

6

从表 Λ 还可发现
,

在给定的+ 下
, 5 有上限

,

且 5 取值非偶即奇
,

唯 5一 。除外
6

由于

本文没有讨论所得本征解的完备程度
,

故还不能断言被本方法排除的态实际上是否存在
6

给定的 + 愈大
,

允许存在的 5 愈多
。

如图 Λ 所示
,

若注 目于每一编号中本征值取偏离 几最

大者的那些态
,

则近似地有厂与 5成线性关系
,

类似于 ,7 ≅ ≅7 轨迹
6
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四
、

讨 论

朱重远和安瑛在分析紧束缚于势阱中的层子的场合下从 Δ一& 方程导得的那个近似的

微分方程闭
,

在分离出时间部分后
,

其空间部分Π指三维Γ的方程实属 Π5Γ 式的形式
,

故表 Λ

和图 Λ 也可看成是采用势阱模型 Π� Θ Γ
‘

式的介子结构在紧束缚近 似下 解 Δ一& 方 程的 结

果
,

唯需注意此时的 厂应理解为介子质量平方的线性函数
,

图 Λ 显示出在给定势下 Π+ 取

定值 Γ的某种
“

准 ,7 ≅ ≅7 轨迹
”
行为

,

新奇的是
,

存在着以厂 Υ 式 为轴的斜率反号的对称轨

线
,

还存在一些偏离轨线的状态
6

相应于不同+ 值的轨线近似地平行
6

此外
,

若能认为表

Λ 所给的结果是完备的
,

则介子的自旋存在上限
,

+ 似乎是描写层子的一个良好的特征

数
6

本方法是一种非微扰理论
,

所得的解是精确解
,

本方法最大的局限性是不清楚所得

结果的完备程度
,

当然
,

作为
一

二个例子的谐振子解和类氢原子解的完备 性 是 没 有 疑 问

的
6

∗
6

γ Ε Ν η。 指出川
,

方程 Π
。

[ � Γ

> Σ
必

> Τ Σ
十 Π又一 刀心小 Υ Ψ

的精确本征解至今未找到
,

本文指明了这种方程的解应在不是如本文 Π� Γ 和 Π力 式所示

形式的框架中去寻找
6

附 录 ∋ . Π心 Υ . 。

一 !厂
斗
十 Α 一‘的本征解

由 ‘� Λ Γ 式知
, , Φ

Υ 一 Χ ,

由 Π5弓Γ式知 又 Υ . 。 , Δ 二 Υ 一 5, ( Υ /,

由 ΠΡ Γ
‘

式知 : Υ

Ψ ,

由 Π5多]Γ 式知
。 Υ 一 Λ ,

由Π Γ 式知 _ 。 Υ Χ ,

于是由Π! Γ式算得
Ε、 Υ

Λ , 「

石
一 —

“ 4 , 乙八 ⊥日1

,

‘

万
Μ

乙、

一
Λ一�

一
Λ5一

6

Λ

一δ
Ω1,

一亡

、、,产
了

,曰

Ε
Β一Μ

一

! ∗
,

‘

’
一 ∗

“ ∗
·

, 一
奋

1 ∗
犷

’一
以

此 1 ∗心 显然处处有限且平方可积
,

可由直接代入 ∗ ∃, 式知它确为本征值 又Γ Ν 。

的本征

承数
�

附 录 Ο 表 Β 结果的具体计算

由 ∗ /弓Π, 式及 ∗ / :8 ,’式知在二种模式中都是

一 , , 。 Γ /
行 Γ 考

“ , 。 Γ 一 Θ
’

。

Ρ

表 Β 中凡按模式 住, 处理者
,

可具体地如附录 6 所示那样计算
�

现以表 Β 中编号ΣΜ
�

/,为
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例
,

表明按模式 Ζ∃ [的具体计算方法
,

其它态的计算大同小异
6

Ζ�
6

�[
Ι
由 ΠΛ �

6

]Γ式和 ΠΛ �
6

7
Γ 式得

Λ Ε Λ
ϑ _ , 2Ε 4

Υ 4

_ 、 工Ε Σ
ϑ Χ Ε 。 Υ 4

,

方程组有非零解的条件是系数行列式为零
,

解得 _ 。 Ι

一 士 Λ 斌万
,

代人方程后算得

竺 一 干 了万
召 4

于是从 Π�Θ
6

;

Γ’式及 Π∀Γ 式得

又

∃ Π妇

Τ Π妇

.台士 Ι 了万
,

一
Ε 。

Π5 干 了万护Γ
,

一
Ε 。

Π5 干 了万杏
,

Γ
。一奇。

Χ 6
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