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摘 要

将 礴维 9 :6; 2< −; : 时空推广到 = 维时空
,

并将
“
基本

”
粒子静质量和时空自

由度 , 相联系
, , 一 一、李

,

我们讨论 了 , 维非线性变换共形群 > ?9
,

≅
3

对于
’

一 ”
一

’ 一 ’ 一

口劣= 一

”
” ’

一
’

一
’

一 ” 一

Α
’

一

一
’ ‘ ’

“
一 ’

‘?9
,
≅ 变换

,

保持有介受十 众孟Β 六璧一 ΧΔ 丢十 ΧΔ 互一 。不变
3

> ?9
,
≅群和线性

变换群 ‘Ε ?, , Φ ≅同构
3

在此基础上我们分析了费米子数的时空性质
,

并给出了

自旋为半整数?整数≅的粒子费米子数为奇数?偶数≅的这一实验规律
3

Γ 琶有 廿Η

—
、 8 Ι 巨

“
基本

”
粒子具有时空对称性

,

通常描述时空的对称群是 0 。

Α
ϑ
群

3

粒子按 02 ΗΚ6/
ϑ

群的不可约表示进行分类
,

而各不可约表示是以和 自旋有关的量子数来标志的
3

如果再

考虑对时空平移的不变性
,

02 Α
群便扩大为 !2 :6> 5记 群

,

因此标志
“
基本

”
粒子的量子

数除自旋外还有质量
,

这统称为时空量子数
,

通常也称为外部量子数
3

另外
, “
基本

”

粒子

也具有内部对称性
,

即对于某内在抽象空间群的对称性
,

例如 −姚
、 = Λ � 、 −Λ Μ

群的对称性
,

粒子同时也按这些内部对称群的不可约表示进行分类
,

而标志这些不可约表示的量子数

则有同位旋
、

超荷
、

案数等
,

除此而外还有重子数和轻子数
,

后二者又称为费米子数
,

而所

有这些量子数又称为内部量子数
3

在这些内部量子数中
,

费米子数似乎处于较为特殊的

地位
,

因在考虑内部对称群时
,

它们是和自旋
、

质量等外部量子数一样作为输入引进的
,

即

认为对内部对称群不可约表示的多重态
,

都对应同一自旋和质量
,

也对应同一费米子数
3

除此而外
,

更有一个众所周知的实验事实
,

即费米子数为奇数 ?偶数≅ 的
“
基本

”
粒子

,

其 自

旋都为半整数 ?整数 ≅
3

这说明较之其它内部量子数
,

费米子数和时空量子数之间更具有

某种内在的联系
3

在这一短文中我们来讨论这一问题
,

试图对这种联系作出物理的解释
3

所用的方法是
,

将 9:
6 ; 2 <−;: 时空推广到 = 维时空

,

并把第 , 个自由度和
“
基本

”
粒子的静

质量相联系
3

研究 , 维时空中的非线性变换的共形群 &
恤

,
≅ ?&

2 6 Ν2 ΗΟ 5� Π Η2 Λ! ≅
,

以及与

之同构的钱性变换群 = Ε ?=
, Φ ≅ 群

3

在此基础上来分析费米子数的内在的时空性质
,

并给

出它和自旋量子数之间的这一实验规律
3

本文  7 8Θ 年 � 月Φ 日收到
3
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二
、

& ?对= ≅ 群

我们知道
,

静质量为。 的
“
基本

”
粒子

,

其相对论能量关系式为

!
二

一 ) Σ

Β Ο Σ

Τ Ε
3

?�≅

如考虑。 为变量
,

与之相联系的固有时间 ?!Η2 !Κ Η /: Ο Κ≅ 可作为新的自由度引人时空度规

中
,

这样
,

在量子力学中我们认为有

— 名

一 一 名

— ΥΧ Δ Ρ
口Δ Ρ

5 ς ”
3

口

一
卜 乙 Α

公

—
, 刀 Φ

口Δ � Ω
一

Χ Δ 2
Υ

朴即为将固有时间作为变量时所对应的新自由度
,

有人认为是标征

性质的一个物理参量 Ξ , ϑΨ3

由? ≅
、

?Φ ≅式给出 = 维时空的波动方程
Ρ

+Δ −

“
基本

”

?Φ ≅

粒子内部时空

Ω Χ
Σ

Ε
Φ

5
Φ

3

口
Φ

口
Φ
ς

3

Φ

气一 二, 二一 二
一二 一 二Υ 二十 下一Ρ 一 二

3

六 】中又Δ 5Ζ Α [ ,

ς Χ Ρ 宝 Χ Δ 三 Χ Δ 盆 口Δ 言 口Δ 去Ω

。 Τ �
,

Φ , �
,

2 , , ?� ≅

对应的时空度规

4 Ρ Φ

Α Χ Δ 圣Β 沙‘ Β 沙Δ 呈一 沙瑞 Β Χ Δ
里Α 2

,

?∴ ≅

即相当将 斗维 9:6;
2 < −; : 时空 9

Μ

推广到 = 维时空 9 , , Δ , 为固有时间
,

与粒子的静质量

相联系
,

而 9
Μ

则为 9 ,
中的子空间

,

即对应以下

一 Χ式 Α Χ对 Β Χ雄 Β Χ对一 Χ瑞 ?= ≅

为不变式
,

这就是我们所熟悉的在 9
Μ

时空中的二次不变式
3

所以如将静质量作为一参

量考虑可变时
,

?钓式应是?=≅ 式自然的推广
3

对?= ≅式保持不变的群就是 ] 2 :6 Κ 5 Η已群
,

如果 Χ‘Α 2 ,

则?= ≅式不仅对 ] 2 :6 Κ 5比 群不

变
,

并且对 ∴ 维共形群 > ?9
。

≅ 也不变
,

而前者则作为一子群包含在后者之中
3

这一结果

很早就为人们所认识
,

例如对于静质量为 Ε 的电磁场
,

场方程是对 > ?9
Μ
≅ 群协变的 /�Ψ

3

现

如考虑 9 , 时空
,

对?∴ ≅式保持不变的群则为 = 维共形群 > ?9
,
≅

3

> ?9
,
≅ 群中包含有 9 ,

时空中以下的变换
Ρ

?�≅ 转动变换和平移变换

Δ 二一 、
。 , 二 , Β Χ

。 ,

艾
一 ‘

,

Φ
,

�
,

2 , =
?⊥ ≅

Χ
。

为 9
,

时空中的平移量
,

9
。, 为转动矩阵

,

满足以下关系式
Ρ

9
。Ρ

_
5 , 9 。‘ Α _> ‘ ,

_5 。为 9
,

时空中的度规矩阵
,

即有

?8 ≅

7  
Α _ 刀 Α 小

�

一 一 _ 阅 Α 肠
=
Α

_
。。 Α Ε , 5

钾 ⎯
3

?−≅

?Φ ≅ 标度变换
%

Δ 。

Α !Δ 5 , ?7 ≅

相当不同坐标系选取不同的时空单位标度
,

二者差一 ] 倍因子
3
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?� ≅ 特殊共形变换 ?− !Κ> :5� >26 Ν2 ΗΟ 5� /Η心Ν2 Η,6 5/ :26 −≅

式Α 丘一
> 么 Δ Σ

。?劣 ≅

尤‘

一
‘ 5 义 Υ

� 一 Σ > Δ 十 > Σ Δ Σ

其中
‘。

为 9 ,
时空中的矢量

,

而

> 二 Α _
。, > 5 二 , , 劣Φ

Τ _
5 Μ Δ 5 Δ Μ

3

如定义倒置变换 尺和平移变换 , 为
Ρ

( Δ 5 Α Γ 丛
Δ Φ

, Δ5 Α Η Μ

十 ‘。 ,

? Ε ≅

?  ≅

? Φ ≅

‘

,
声
、3了、,
‘

伪,∴一,
3 ,‘人,‘足产了、

尸

Ης
,

了、

则变换Π 。
试即相当 城

‘

Α ( , ( 标

很容易证明
,

对?⊥ ≅式变换有
Ρ

Χ Δ , Φ

Α Χ 二Φ ,

对?7 ≅式变换有Ρ

Χ Δ , Φ
Τ 户ΣΧ Δ Σ ,

对?工。≅式变换有
Ρ

ΧΔ
。 ‘ 一上

一 众
护?二≅

所以对 & ?9
,
≅群变换

,

保持有 Χ 尸 Α 2 不变
3

与?⊥ ≅
、

?7 ≅
、

?� Ε≅ 式变换相对应的算子有
Ρ

平移变换算子 ]
。

一
咭“李

+ 劣
5

转动变换算子 0 Ρ , Α ‘尸, 一 介氏
,

? ⊥ ≅

标度变换算子 α Α 二!,

特殊共形变换算子 β
。

Α ΣΔ 5Δ 尸一 二χ
。3

这些 > ?9办群算子所构成的代数关系为Ρ

Ξ 0
。办0

。‘Ψ Α 萝?_ , 0 , 碑 Β _ , 才0 5> 一 _ 占
‘

0
5 ‘一 _

2 4 0 , >

≅
,

Ξ0
。

尹
。

Ψ Α 萝?_护
, 一 _护

。

≅
,

Ξ!
2

] 占Ψ Α 2 ,

Ξβ
2

β , 4Α Ε ,

Ξ尸
。

β , � Α 了?Σ0
。, 一 Φ肠 Μ α ≅

,

Ξ 0
。。
凡 Ζ Α 窟?_ 二β , 一 _ δ β

。

≅
,

Ξ0
Ρ , α Ψ Α 2 ,

Ξα !
。

Ψ Τ 窟!
Ρ ,

Ξα β
‘

Ψ Α 一 :β
2 3

? 8 ≅

&?9办群为非线性变换群
,

因为它包含有?�。≅式的非线性变换
3

但在量子力学中
,

我们所讨论的 ∀ :�⎯ΚΗ/ 空间是线性空间
,

要求一切变换必须为线性变换
,

与之对应的算子

必纳为线性算子
3

因此在量子力学中来讨论问题时
,

必须考虑线性变换群
,

而与 & ?9
,
≅

群同构的线性变换群就是 = Ε ?, , Φ ≅群
3



第 � 期 许伯威Ρ 费米子数的时空性质

三
、

∃+ ?=
,

Φ ≅ 群

引入变量 杏
,

和 刀, Α 0 参,
?∋ Α  , Φ , � , Ε , = , ⊥ , 8 ≅

,

杏,
为无量纲变量

, 刀, 为具有

长度量纲的变量
3

这二组变量显然是等价的
,

因为它们只差一具有长度量纲的因子 0
3

它们和变量
Δ 。

之间的关系定义如下 Ξ∴Ψ Ρ

、 了、4了,
只��了内 !∀!∀#,

一一
∃%

二
飞六瓜

, “

一
‘· ’, ’, “· ”

尸 一全二鱼 &∋(
夸) ∗ 氛

由 ! + , −式即有

护 . 斌 ∗ 招 十 示一 嘴 ∗ 刀圣∗ 呢一 杯. /(

使! + 0 − 式保持不变的线性变换群即 1 / ! 1
, # − 群

, 1 / ! 1
, # − 群的算子 & , ,

2 , 。, 3 , ) ,

有以下性质
4

& ∃% 节 一 乙洲
,

5 &
, 4 & 6 。 7 8 矛! 9

, 6 & 。。 ∗ 9 2 : & , 。 一 9 二& , : 一 9 , 。 & , 6
−

,

其中 9 , ,
为 1 / !1

, # − 空间的度规矩阵
,

对二次不变式 !+ 0 −有
4

9 ; . 9 刀 . 9 << . 一 9 的 . ‘ ,1 . 9 “ . 一 9 )) 一 + ,

‘∃% . � , ∃
一

箫 %
(

由 ! + , −式可给出 4

= > ? +

!杏
) ∗ 互

‘

−
#
=刀二

,

! # / −

! # +−

! # # −

所以对于保持 内
#
不变的 1 / ! , ,

劝 变换群
,

对应在
4 。

空间
,

给出了 ≅ !Α
,
− 变换群的一

般性质
(

现如定义算子

一一

Β(Χ

一一
∃%

&
二吞, + , # , <

,

/ , 1

& Δ
Β

+

— 八
‘

&

. 一 & Β3 一 & 叮 ,

一 一乙“ 十 & Β) ,

Ε 一 & 。
,

! # < −

则由! # /− 式容易证明
,

以上! #< −式算子所满足的代数关系式即为! + ) −式
(

所以 1 / ! , , # −

群即为 Φ !Α
,
− 群的线性同构群

(

1 / ! , , # − 群中含有三个彼此互易的算子
,

如果分成子群 1 / ! 1− > 1 / ! # −
,

其中

1 / ! 1 − 子群中含有二个
, 1 / ! # − 子群中含有一个

,

现在我们来讨论 1 / !匀群
,

它保持以下

二次式不变

内圣十 内雳十 内孟十 =呢十 内孟
,

如引人新参量
4
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万上万
、Β Μ

一

丰
?Ρ

Ρ
Β Μ Ρ Φ

≅
,

1 Φ

 

丫丁

刀� ,

?刃
, Β :刃‘≅

,

刀一  

Α

刀一 Φ
Α

?刀
,

一 ￡刀Φ

≅
,

?刃
,

一  ’刀‘≅
,

叮。 Α

则 = Ε ?匀 群的算子可表成
Ρ

?Φ ∴ ≅

5
‘

5口 Α 一‘扣 Α 刀
。
下Υ 一 一 刃口
2 刃,

?Φ多≅,

5一年
一5

并满足对易关系式田
Ρ

Ξ 0
。, 0 Ρ 。Ψ Α 占, Β , 0

5 , 一 口− Β 。0
5 Ρ

一 占
5 Β Ρ 0 , ,

Β 人Β 50 , Ρ ,

其中二个彼此互易的算子为
Ρ

?Φ ⊥ ≅

5
乙 Β �一 

一 刀Β : 下一 一
+ 亏Β Μ

刀一� Α

二Κ− Κ− 一

+ 刀一:

0 斗卜
Ρ

Α 刀十之下厂一 一 刃一Φ 瓜ΚΚ

一 Α
2 刀Β Ρ 2 刃弓

一‘

伽
,

最
一 。

劲
·

最
一 。

劲
·

?Φ 8 ≅

−口?, ≅群的算子写成?Φ弓≅形式
,

就直接和 ε Ρ
群李代数的 &5 巾

。
形式相对应

,

即有 Ρ

∀� Α
 

儿 Β :一Ρ , 月4 Α 一
3

于早 ‘ Β Ζ曰
,

1 ⊥

一  
‘ Ε 上 , 乙 土Φ Α 一下井 ‘ Β ‘士 3 ,

1 ⊥

石上石

Α  
,

,  
己 士 �

Α
Α

万二二 ‘
2士 , , 已 生∴

Α 一于井 乙一‘士表
·

1 ⊥ 1 ⊥

?Φ Θ ≅

万Ρ

群中以 ?从朴≅ 标志的不可约表示的最高权矢量 通 为‘,ΨΡ

「  Ω  
,

八  
,

 
八 Α  

3

一不二二 吃—
几ϑ 月

‘ 3

几盆%一一下二二 几   ,

0了 ⊥ ς Φ Ω Φ了 ⊥ “
?Φ 7 ≅

丸
、

又Μ
为非负的整数

3

量的量子数

如定义 “十 一 的量子数为 4
� , “十卜

刁

的量子数为
含

“ ,

贝”最高权矢

 
, 3 。

”

4 �

Α —
儿 : Υ/ 3 儿Φ , 厂 Α 儿 。

Φ
?� Ε ≅

从而给出了 ∗ 为奇数?偶数 ≅时 4
,

为半整数?整数≅的关系式
3

由于 ε Ρ
群根图中的根矢量

在 4
,

和 生 ∗ 上的投影或为 。或为 士  ,

因此这一关系式对所有权矢量普遍成立
3

Φ

四
、

讨 论

现在我们来讨论以上结果的物理解释
,

为此
,

必须将 刃,

空间和
Δ 。

空间联系起来考

虑
,

由?� −≅ 式给出
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二 Α ‘、 、 、 、

立 、 。

业 厂立 Γ 立、
5 Δ 。 “ , ‘

’
” 。�

5 Ρ
。 ’

。 3 “

乙,

ς5若, 。夸
‘

Ω
, ?�  ≅

所以有
3

了 口 5 、
Γ

3

Ω 5
Γ

Χ 、
乙Β �一:

Α 一
多 、刃一下Μ一 一 刃Φ 下甲一  一 一

多 、Δ Η
下一 一 Δ Σ 下

Α
一 4,

ς + 刀Φ Ε 刀: Ω ς + Δ Μ + 义: Ω

?� Φ ≅

因此 4
�

即为通常的自旋量子数
3

至于 ∗ 的物理意义
,

由于?� Ε ≅式给出的关系式
,

因而很

自然将 ∗ 解释为费米子数
,

从而给出了费米子数为奇数?偶数≅时自旋为半整数 ?整数≅ 这

一实验规律
3

这一结论的得出是由于 ε Ρ

群的特殊结构所致的
,

而归根结底则是 & ?9
,
≅

群的结果
3

质量算子和 自旋算子是对易的
,

但和费米子数算子并不对易

%Ο Σ0 Β 卜
Ρ

3

Φ Α

一
毖

— 0,
,

0
?� � ≅

在分析这一点以前
,

必须注意到实际的条件
,

这就是
,

在 9
Μ

时空中
,

不同的坐标系之间
,

人们通常都选取了同一的时空单位标度 Μ 推广到 9
,

时空
,

自然也作和以上同样的规定
·

这样的规定对应在 刃,

空间
,

相当只有子空间 刃,

Α 刀
。

?5 Α � , Φ , � , 2 ,

分 的转动变换
3

在这样的条件下
,

质量算子和费米子数算子彼此是对易的
,

并给出质量数和费米子数的成

正比关系式
Ρ

3

一上?
 Β 业、∗

,

Σ0 ς 小 Ω
Υ

?� ∴ ≅

这一结果可认为是合理的
3

这样
,

费米子数 ∗ 和时空量子数 4
� 、 , 都统一在同一的时空

对称群 & ?9
,
≅之中

,

因而揭示了费米子数的内在的时空性质
3

> ?9
,
≅ 群是时空对称群

,

并不涉及任何具体的动力学机制
,

所以以上的讨论具有一

定的普遍性
,

即不仅适用于强子和轻子等
“
基本

”
粒子

,

也适用于原子核
3

事实上?� Ε ≅式给

出的关系式以及 ?�的 式对原子核也是适用的
3

但也正因如此
,

所以在这样的理论中
,

无

法区分强子和轻子
,

也无法区分
“
基本

”
粒子和原子核

3

例如对于 ε Ρ
群的不可约表示

以粼户
,

标量介子和膺标量介子应分别属于 α ?Ε Ε≅ ?4 一 。 ∗ 一 Ε≅ 表示
,

自旋为生 的
Φ

重子和轻子都分别属于 α ? Ε≅ ?4 Α 士  ≅ 表示
,

这可认为是合理的
3

但对于高一一
∗

:一Φ

自旋态的强子似乎必须和原子核系统处于同一高维表示之中
,

这似乎是不能令人满意的
3

出现这样的结果并不使人感到奇怪
,

因为在理论中我们并没有引人任何能区分它们的因

素 Μ 要能区分它们
,

并给出较为具体的结果
,

必须提出具体的物理模型
,

而如只限于 > ?9
,
≅

群本身来考虑
,

则显然是不够的
3

总之
,

在考虑粒子静质量为变量的情况下
, > ?9

,
≅ 群似乎是最大的时空对称群

,

较之

!2 :6 >5 Η‘群应该给 出较多一些的物理结果
,

关键在于要提出物理思想
3

以上的讨论只是对

> ?9
,

≅群的一种物理解释
,

而 & 〔9
,
≅群本身可能包含更为丰富的物理内容

3
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