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相对论且子力学中某些

相角不定性的消除

戴 显 熹 倪 光 炯
<复 旦 大 学=

摘 要

在量子力学的某些问题中
,

常常存在相角的不定性
8

最近在研究不动的电

中性磁荷与荷电 > ?≅:
Α
粒子的散射问题中

,

风间洋一
、

杨振宁和 /6 7Β Χ: 块≅ΔΕ ,
为

了消除相角不定性
,

引入 了附加磁矩
8

本文不引入附加磁矩
,

而利用文章Φ�Γ 中所

建议的调整了的量子力学框架
、

正交判据和能量的变分原则<不定相角作为变分

参数=唯一地确定了相角
、

散射截面和束缚态
8

由于结果与 〔� Γ 的一致
,

使这些

定解原则受到一次检验
8

利用这些定解原则
,

解决了荷电磁荷与荷电 >? ≅: 。
粒

子及正负磁荷对偶的散射态和束缚态等问题
8

一
、

引 言

在某些量子力学问题中
,

常存在着相角不定性的问题
Η
例如正负磁荷所组成的相对论

体系
,

在 Ι ϑ �Κ
8

∃ 的情况
【 Γ ,

带电磁荷与荷电粒子的相对论散射态与束缚态问题等
8

最近
,

Λ: Ε: Μ 。、

∋: ΝΟ 和 / 67 ΒΧ: ΠΘ 声,
研究了不动的电中性磁荷与荷电 >? ≅: Α

粒子的散 射 问 题
,

发现最小角动量的态 <铆
。
Μ = 也存在着相角 占的不定性问题

8

他们为了避免这 个 不定

性
,

在哈密顿算符中引人一项附加的反常磁矩的作用能
,

然后在定态解中令反常磁矩趋于

零
,

最后确定了相角
8

本文的目的之一
,

是不用附加反常磁矩
,

而用 口 Γ 中建议的调整了

的量子力学框架
,

利用正交判据和能量对不定参数变分的原则
,

唯一地确定了相角和散射

截面
8

由于结果与 【�Γ 的一致
,

使正交
一
变分原则得到一次考验

8

这个定解原则也可以用

来解荷电磁荷与荷电 >? ≅: 。
粒子或正负磁荷的散射态与束缚态的问题

8

二
、

正交归一判据

为了将 【� 中建议的框架推广到同时含磁荷与电荷的 >? ≅: Α
方程情况

,

必须首先推

广正交判据
8

当然
,

两个态彼此正交的原始定义是
Η

7
。Η 价刀Β一

。
·

<�
8

 =

本文  ! ∀ ∀ 年 ! 月  Ρ 日收到
8
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因为一般两函数的内积的严格计算往往是很复杂的
,

特别是那些具有本性奇点的态和势

能具有第一类间断点的情况
8

因此希望获得通过波函数的渐近行为来判定两函数是否正

交的判据
,

正如 「 Γ
、

Σ� Γ 中所作的那样
8

现在我们从下列不动的荷电磁荷的场中
,

荷电为
Ε 。 的 >? ≅: Α

粒子的相对论哈密顿算

符出发
Η

户 Τ :
·

<
Α Υ 一

Ε Θ

+ = ς 口9 Α ,
ς Ω <

≅
= <�

8

� =

其中 :
、

夕为 >?
≅:Α 矩阵

,

+ 为磁荷的有奇性的矢势
8

【�」已经详细研究了定态波函数的

角度部分
,

并把波函数分为 )
、

Ν
、

Μ 三类
8

对 ) 类波函数
,

? =  引 十  Ξ �
,

? 为总角动量量子数
, Ψ Τ ΕΘ Ο Ξ加

, Ο
为磁荷强度

,

<�
8

� =
<7=

8

网<�=加七∃七∃
、,Ξ、8Ξ

≅≅

8
了、
Ζ

[、子口
Ζ

Ο≅888884

其中彭盆
、

夸寒均为磁荷球谐函数 ∋ Ψ7 。<∴
, 甲=的线性组合 <见 「] >

8

假设 必
⊥ 、

价
�

为 户的两

个本征态<属于 ) 类 =
Η

户价
‘ Τ , ⊥价‘8

<又一 Ε
,

� = <�
8

Κ =

考虑到
犷 Τ 6 ,

Α6 为态的奇点
,

计算下列积分
Η

衬户价
Η‘Η 一 7 <户必

 

=
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∃ =
≅ 6 ϑ ≅ ϑ .

利用 【�  中证明的引理  ,

可得
Η
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令
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、 / , 0 1 23
,

则正交
一归一条件归结为

 

! #
)
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对 : 类态
,

价黔,

是 ! #
)

; ∀
)

对 888 类态
,

−!
+

∀杏%双
. !

+
∀杏7某

,

! <∀ 8引 � 8= # ∀
,

同理可证它们的正交归一判据也

。。
∀ 一 7‘!)

+

沙
仍

7
,

! , 一 ,、, 一 , = # ∀

>. 戈+ 夕刃, ?
! #

)

≅ ∀

利用 〔ΑΒ 中的引理 # ,

以及上面的证明步骤
,

可以证明正交归一判据为  
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8

方Α

长尸鱼一 Σ0扩<
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<
,
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≅

=0
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一 石�

=
8

艺 �

一 艺   与
<�

8
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8
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 的便是推广到同时含磁荷
、

电荷的 >? ≅: ∗
方程定态的正交归一判据

8

三
、

Λ : Ε : Μ :
·

∋ : Ν Ο
·

/ 6 7Β Χ : Π Θ ≅

问题

最近
,

Λ: Ε: Μ : 一

∋:
Ν Ο⎯ / 67 ΒΧ

:

ΠΘ≅ Φ� 详细地研究过
“
不动磁荷与荷电粒子的 相对 论 散 射

问题
”

8

对 少多 】引 十  Ξ � 的一切态 <7
、

Ν 类态 =均可以得到完全确定的解
,

但对 Μ 类态
,

就出现相角不定性问题
8

实际上在 方Τ Η Τ  的自然单位制下
,

径向方程为
Η

<、 一 Η =≅<
,
= 一 、

共<
:

,

ς 生、
。<

,
= 一 。,

7Ψ _ 、 ≅ Ξ

Ψ Ξ  α

一 ?而二了7己
,

ς 丁 =[仁≅ = 一 <9 ς , =Ο <≅ = Τ
】叮 7 α

,

Ξ

<�
8

 =

_引 β 9 的散射态显然是 〔� 】Η

, <
,
=一尽

。<、 =李 、 <、
,
ς ⊥ =

,

∋ 叮 入 犷

。<
,
=
一

、

共
、

Ξ宜
。<、 =

7Ψ χ ; 万

<�
8

� =

<9 ς , =
≅

Θ 6 δ <犬 ≅ ς 占=
8

Λ:
Ε

:Μ
: 一

∋: ΝΟ
一

/6 7Β Χ: 比≅
所提出的问题的尖锐性在于无论怎样选择 : ,

不能使态的 奇 性 消

失<这与三维方阱问题不同=
8

因此 占没有确定下来
8

〔�」为了消灭这个原点的奇性
,

根据

%6 ?ΝΑ
:≅Θ 的经典工作指出

,

既然荷电粒子的经典轨道不能穿越磁荷<必须弹回来 =
,

那么
“量

子力学情况下原点的波函数应该为零
” ,

因此引入附加磁矩
,

它可以在原点提供一项强大

的斥力势
,

从而使波函数在原点处趋于零
8

我们认为
,

荷电粒子经典轨道不能穿越磁荷的

事实
,

在量子力学中应该与原点的径向几率流为零相对应
8

波函数为零固然可以保证径

向流为零
,

但径向流为零并不强求原点波函数为零
,

因此对波函数的要求可以放宽些
,

允

许态具有奇点
8

可以证明
,

没有径向流的要求和能量本征值为实数相当 <由于矢势 + 为

实数 =
,

还可以证明这一条件对波函数的要求是 / <
,

=0 <
,
= 在原点的数值的实部为零 <参

看 「 』=
8

<�
8

� = 显然满足这个要求
8

因此带电粒子不能穿越磁荷的条件还不足以确定 占
8

是否量子力学的基本原理还不足以确定 占,

或者 占可以任意取值呢ε 不是的
8

根据 〔� Γ
,

力学量的不同本征值对应的本征态应该彼此正交
,

这是测量几率的实数性的要求
8

而解

<�
8

� =一般不满足正交条件
8

如果这些态构成正交系
,

则对 占要加以严格限制
8

实际上将

<�
8

� =代入 <�
8

 ∴ =得
Η
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Τ
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γ 了9
,
十 Λ Σ

ΣΛ
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Η
ς 犬 �

= ς 占<Λ
⊥
一 尺 �

= Γ
,

<�
8
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其中

ΔΟ 币
⊥
Τ

Λ
,

9 十 ,
Ε

ΔΟ 币� η
Λ �

9 十 , ]
<�

8

Κ =

当 Λ ,

笋 Λ Η 时
,

正交判据导至
Η

ΔΟ 价
� δ ?Ν 占⊥ Θ 6 δ 占�

一 ΔΟ 价
Η Θ 6 δ 舀Η δ?Ν 占Η

η ∴
8

这个函数方程的解是
Η

<�
8

∃ =

玺丝
‘ Τ 玺性 Τ ⋯

ΔΟ 币
⊥ ΔΟ 币

�
<�

8

Ρ =

ι 是与能量无关的常数
8

将 <�
8

Ρ = 代人 <�
8

� =
,

得 Η

二左丛二‘丛二Φ
Λ宝 4

, 7

9 十 , 7

占<Λ
⊥
一 Λ ]

= ς 9

9 ς , 7

占<Λ
7
ς Λ

]

=

γ 丫9
,
ς Λ 圣

_Λ
⊥

_
Φ占<Λ

⊥

ς Λ ]

= ς 占<Λ
,
一 Λ ]

= Γ
8

因此得到归一化常数为
Η

∗ <Λ = Τ <�
8

∀ =

因此正交归一条件并不使 】引 β 9 的散射态的能级分立
,

但使 占全体的不定性 限 制 到

仅依赖于一个实参数 Υ 的程度
Η

γ Ξ Λ 、
喀 吞 一 Ο 、丁丁一尸代了 】

。

、几全 月Τ 七 Ξ
<�

8

# =

正交条件只能给出两个态之间的关系
,

当然不能将全部的 占都定出来
,

为了最后确定 ι
,

还必须有一个原则
8

分析径向方程
,

发现确实还可能存在着束缚态
,

它们对态的完备性和最后确定 ι是至

关紧要的
8

实际上在 _引 ϑ 9 时
,

<�
8

 = 的解为
Η

[<, = 一 、。

丛左些竺� 一 , 。 γ

压上
。

一
∴≅ ,

、。
一 丫丽二飞万

,

丫尺 。, Ω ] Λ 。,

Ο <
,
= η
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Ξ
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7Β
,
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一 ?
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竺二 α 2 Ξ
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9 十 ,

叮 Σ丁 ? γ 。 ,

Τ
 刁 。下

一

下 、 7一 一
己

‘一
6’

。

_Ψ _ ∋ ] ≅
<�

8

! =

这些态虽然是范数有界的
,

但它们的能谱又是连续的
8

这在物理上是不允许的
,

因为数学

上已严格证明
Η “

有限变元的就范函数所组成的 &? 7比≅Η 空间的正交就范基必须是可 列

的 ” 8

量子力学中用 &? 7ΠΘ ≅Δ 空间的矢量描写状态
8

由于带连续谱的束缚态不可 能 全 都

正交
,

因此它们中的大部分态是量子力学所不允许的
8

Φ  Γ
、

Φ � Γ 曾指出
,

有物理意义的本

征态必然是正交的
,

正交性要求导至束缚态能级分立
8

实际上将 <�
8

! =代入束缚态的正

交判据
Η

Ψ
Η Μ

二项李
、, Η <
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发现对 Λ 。
带来下列限制

Η

Λ 6 7
8

Τ Λ 6 ]

Τ ⋯
9 十 , )

9 十 , ]

因此
,

确定能级的方程为
Η

<�
8

  =

Λ 6

Τ

9 十 ,
ι ,8 <�

8

 � =

得能级的显示式为
Η

, 一 竺二主竺二鱿�
 ς ι

‘�

由于束缚态与散射态之间也必须彼此正交
,

因而可以建立 口和 ι
‘

缚态
一
散射态彼此正交的判据 <�

8

 ∴= 得 Η

ι’ Τ 一  Ξ ι
8

<�
8

�� =

的联系
8

实际上利用束

<�
8

 Κ =

因此整个能谱依赖于一个单参数 ι
8

现在来最后确定这个 ι
8

可以证明
, “

定态 >? ≅: Α
方

程可以看作是态 必中能量平均值取极值的必要条件
” ‘

当存在相角不定性时
,

这个极小与

奇性态 价所满足的边值条件有关
8

在满足

一 Ξ 、、
8

全 Τ Τ Ξ γ 、 。

0 <∴ = 一 ? Θδ 一二一 1 / <∴ = Τ ∴

】Ψ 7

的函数类中所得的极小能量平均值 , 。

<Ο = 还不是物理基态的能量
8

真正的物理 基 态 是

所有态中能量最低的态
,

因此还要求 ,∴ <ι =对不定参数 ι 作变分求最小
,

才能选出物理

基态<在通常情况下
,

由于没有相角不定性
,

因此对 ι 变分的手续 自然免去
8

因此这里的

定解原则是通常情况的定解原则的自然推广=
8

其他激发态可以由正交性唯一确定下来
8

这就是本文所建议的正交
一
变分定解原则

8

把这个原则应用于我们情况
,

相当于<�
8

 � =对 穿作变分
8

显然
,

取负号时有 , Τ 一9

<ι’ 为任意值 =
8

这个解是不适合的
8

因为 >? ≅: 。
方程的基态是指 , 。 = 6 的态 <例如氢

原子基态
8

负能级不能作为基态
,

因为它的最低态的 , 为 一 Α6 =
8

在 , 。

= ∴ 的条件下
,

能

量最小的条件是
Η

ι
‘

Τ ς ) , , 。

η 6
一 <�

8
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其中考虑到 Λ∴ β ∴ ,

因此 少 Τ 一  不能取
,

因此得到了唯一确定的相移
Η

ΔΟ 占
Λ

9 ς ,
<�

8

 Ρ =

这样在不 引入反常磁矩而用正交
一
变分原则获得与文章 〔�  <用附加磁矩 =一致的结果<包

括相移
、

散射截面与波函数 =
8

因此可以认为这个定解原则受到了一次考验
8

这个原则还

可以应用到其他问题中去
,

例如本文第四节所述的问题等
8

对于无磁荷的 >? ≅: 。
方程

,

因为  州 ϑ 9 的一切解都是范数无界的
,

因此没有束缚

态
8

当磁荷存在时
,

由于磁荷具有强大的磁场
,

荷电 >? ≅: 。
粒子的磁矩受到它的巨大的静

磁吸引作用
,

荷电粒子在运动过程中又受到磁荷的 46
≅ΘΝ ΔΕ 力的作用

,

使得有可能出现结

合能巨大的<结合能为 9 护=单个束缚态
8

这两个因素就是这个束缚态存在的物理原因
8

这个束缚态出现的预兆是散射态的奇性的存在
8

在分离变量 后 的 >?
≅ :Α 方程 <�

8

 = 中
,

4 6≅ ΘΝ ΔΕ 力及磁矩与磁荷的作用往往被掩盖起来
,

正是散射态的奇性促使我们去寻求这个
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束缚态
8

这一单个能级不论反常磁矩是否存在
,

它都是存在的
8

〔∃ 在 1 β 。时
,

也证

明了 , 。 Τ 。的态的存在
8

本文证明了 � � 。时
,  。 � ! 的束缚态的存在

,

而且证明不

存在其他束缚态能级
∀

四
、

带电不动磁荷与荷电 #∃ %& ∋
粒子的能级和正交完备系

本节考虑将推广的正交判据和正交
一
变分原则应用到新的问题中去

∀

关于带电 一 (! 。

不动磁荷与荷电 () 粒子的非相对论能级和正交完备系已在去年的工作 〔∗+ 中解出
,

辐射

的光谱强度及选择规则也已在 〔,」中作了计算
∀

现在我们讨论相对论情况
−

斤一 . ∋ / 一 二 己0 1。 2 声、
− 3
一
级

− ,

一 二。− . ,
∀

4 1

本节采用普通单位
∀

利用 〔35中建立的两个引理
,

可以很方便地获得径向方程
∀

变换
−

6 . % 1 7 萝
,

乡犷 .
%

1
, 8. % 1 � 留 . % 1

∀

可将 9 、 : 类态的径向方程化为统一的实的微分方程组
−

作下列

. ,
∀

3 1

. ,
∀

∗1
一一一一

‘、∀; 、、(
%%

(、了、
留萝

、

、、;<
=、、‘%∀∀(

‘一尤一

十十
几四
、

八口
、

一2
、少
、、;

%%
厂、沪‘
、

6留
、、
、声、;

、

<
;

亡亡>>2一一介
%

(’)(一
%

2十  
;

<
、;吸了、

5一衍5一衍
了‘‘‘任∀∀∀沪、‘

?≅

对 9 、 55类态
−

二 一 干 斌. 了2 ( ; 3 1
,

一 , ,
∀

指标方程的结果是
−

, 一 士 了砂 一 . (’& 1(
, 。

为精细结构常数
∀

在 9
、 55 类态中

,

当
− ,。 Α 了三丁石了了于时

,

对 9川 Α >
‘ ,

的束缚态
,

与类氢原子的相似
−

 � 一
一

—
一上竺兰
———

Β

; 4 2. 一一
一Χ Χ 竺里Χ 一Χ一一丫

丫 Δ 。,

2 丫. Ε 2 5 ; 31
,

一 宁,
一 . ( ’& 1

, ;

Φ
”

一
”, ‘,

≅ 刀 4

7 < , 3 ,

⋯ 9 类态
,

.,∀ , 1

⋯ Γ 类态
∀

. 在 9
、 55 类态中

, 。 ,。 Α 了牙两下石 的情况下
,

陆淡
、

孙鑫
、

苏汝铿
、

罗辽复曾用其他方法

获得与 . ,∀ 钓 相同的结果1
∀

在 . ,
∀

3 1 变换下
,

还可以获得归一化的波函数
−

=− .
%

1飞Β =一55 挤% .3 − 2 , %

2 51 厂下币兀一 了3
− , Η Δ

, ‘, Β 一

辛; 33 ,

Η
Β

Β

Δ
− 一‘

‘8又% 1 ’ Ι 9 = % . 3 丫 2 一1 了, , ? ϑ ,Κ 又Κ 一 ‘1 ΔΚ & 。 ; ΔΚ & 。 ;

、、?Λ尹; ,

尸、∀‘了」

、

?
(

·

Μ
士 · , Ν

.一
2 ‘, Β , ,

ΟΠ (

乙5 十 5 ,

—
2 .、一 1 4 .一

, 3 − 2 ‘,

召 Θ

ΟΠ ( ,

一
%

Κ & Θ

其中Κ 为有效主量子数
, Κ �

. ,
∀

Ρ 1

>
一而

,

& 。一 不尸飞
ΟΣ ‘亡Χ

为 ΤΘΥ %
半径

, ￡ 三

丫 . , ,

2 Φ‘ (1
3
一 − 。

,

ς <4 一斌?− Φ
3
一 .

( , & 1
3 ’

+ , Η

 

> ∋ 3 ∀
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对 Ν 7类态
,

经过适 当的变换
Η

Ο <
≅
= Τ  

8

乡产<
≅

=
,

也可以归结于统一的方程组 <Κ
8

� =
8

但
二

了 Τ

‘<
·
’
一合

留<
·

,
,

Τ ∴ ,

因此有
Η

名] : Τ
求了‘

<Κ
8

Ρ =

即使对于 ⊥
、

  类态
,

当 二 ,。 β 斌不不二 时
,

也会出现类似情况
Η

, 一 δ了<
Η , :

=
,

一 <Ι ς  Ξ � =
,
ς 、,

一 、, 。,

说明当角动量的离心作用不足以抵御强大的吸引作用时
,

出现了具有本性奇点的态
8

因

为这类态的数 目也是无穷的
,

而且基态正好在 )Ν 类态中
,

因此对天文光谱中寻求磁荷的

工作将是主要的
8

在这 了 Τ 行
。

的三种情况下
,

可能出现具有复数本征值的解
,

它们的微

分几率虽然都是有界的
,

但是这些解的特点是具有径向的几率流
,

) Τ 7? Μ
≅ 6 , ∴

·

Β“ Τ 五Μ 一 ] Α ≅名)。 Σ
‘

乡产
φ

<
≅ 。

=留 <
≅ 。

=_ 笋 。,
Ζ

Χ从甘ΧΔ

即奇点是吮吸源
,

因此这些态都不可能稳定
)

【Ε 」中证明
,

由于测量几率和测量值的实数

性要求
,

量子力学中力学量的本征态必须是彼此正交的
)

正交性判据 ! #
)

9 ∀
、

! #
)

8 / ∀ 排除

了这些态
)

那么本征值为实数的解满足怎样的判据呢Φ 可以证明
,

对平方可积的态 必
,

存

在下列关系
 

7
。十”。Γ

一 7
!”沙,

� 沙Γ

一 Η 一 Η 1
, 一 ∋ 2  五5 + , Ι 。 7乡产

1

!
+ ∀留 !

,
∀ %

)

! ϑ
,

4 ∀

因此本征值为实数的充分必要条件是 ! ϑ
)

4 ∀ 式中的极限为零
)

因此物理上可能的解必须

要求 ( 水

!/ ∀‘ !/ ∀ 的实部为零
)

这就是本征值为实数的一个判据
)

显然
,

如果不使 ! ϑ
)

Ε ∀

的解中的超几何级数中断
,

则波函数的实部和虚部均在无穷远处发散 6 如果中断
,

则波函

数的实部与虚部都不是定态 6 为获得平方可积而且本征值为实数的解
,

必须把两个发散的

特解进行适当的线性组合
,

消除它们的发散部分
,

并保证 ( 1

! 3 ∀ & ! /∀ 的实部为零
)

这是

可能的
,

只要利用合流超几何级数在复平面上的渐近行为
)

这个解是
 

+ . !
,
∀ 一 一 # , 了了二落‘

。” Ι 5 7。
, + ! Α

‘

一 #  ∀ + ! , 一 。。∀ Κ汉 ( ! , � 8

一 Λ。 , # 丫 � Μ , 户∀ 一 ( ! 丫 一 Λ 。 , #丫 � Μ , Ν ∀ Β %
,

, , !
,
∀ 一

%
‘。

%
! 一 #斌
二

∀
己

一
, 。、。

·+ ! , 一 # , ∀+ !  
一。

。
∀ 。才 6 ! ,

)

9 ∀

8宁8
’

!
+ � 8 一 Λ。 , #丫 � 8 , 户∀ � ( ! 了 一 Λ  , # 了 � 8 , 户∀ Β %

! −Μ Μ类态 中
,

+− !
,
∀ 带有 Ο 的符号因子 ∀

,

其中

Π 一
,

Α 二二二些
Θ

一 ‘ 十 Ν

Α ,∃

! ϑ
)

9 ∀ 这类态虽然范数有界
,

但能量是连续的 ! 8。
斌8 一 。# ·

% Ρ 8 ∀
,

而且大部分这类态并不正交
,

因

此在物理上是不可能的
)

假如对势能作某种切断近似
,

可以给出能级分立的解
,

但切断的

方式带有很大的任意性
)

即使用

Σ !
+
∀ , 一 Σ 。 ,

Α , Τ ∋

+ /
!

, ! +/ ∀
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形式的切断
,

则
≅

<
≅ 。

时有
Η

Σ
‘

_ 一
‘<

≅
= 一 _一兽_丫

≅

〔了Ζ ,
一

‘� ,<夕
≅

= ς 男− ‘
一

‘� ,<夕
犷

”
,

Δ ?Ψ 7Ι

≅ Ο <
≅
= η

不 Φ
≅

[<
≅

= Γ ς ‘
[<

,

=

<Κ
8

! =

3
 一衍竺 <7 ς 。

= ς

左

γ

ΞΞ 9
Η

8

Ω
。

α
,

9
‘Α ,

口 Τ
‘
了Δ

—
石 十 一 7 一

—
。

5 α 方 方Α Ξ 方
‘

由条件

Σ卫廷夕 一 口鱼==
4Ο <

≅

= Ζ
, η ,二 4Ο <

≅

=Ζ
⊥ 一 ,
沙

<Κ
8

 ∴ =

可以求出  川 β ∴ 的态的能级来
,

因为平方可积性要求 劣 Τ ∴
8

但对 Μ 类态
, Λ 一 ∴

,

上述的切断近似仍不能使能级分立
‘

此外
,

目前的磁荷的整体规范场理论还不可能讨论

磁荷连续分布在一个区域的情况
8

下面将说明前述的正交
一
变分原则可以使<Κ

8

∃= 或 <Κ
8

! =

<包括
‘ Τ ∴ 的情况 =的能级分立

8

实际上
,

正交条件 <�
8

# =
、

<�
8

 的 要求能级满足下列关系
Η

Η 。)Ν 了了二百 ς 。≅Ο Η <Η 。, 一 。。= ς Η 二 Σ业
卫二二玉生一  

卜
Η 。 ς

, 、 <Κ
8

  =
一 4一 刀 十 ι Ζ

在使用正交条件时必须注意仔细地消去无确定极限的量 )Ν≅
8

刃。对一切束缚态能 量是一

致的
,

但它的数值决定着整个能谱
8

我们利用上述的基态能量 <, 。

= ∴= 对不定参数 , 。变

分求最小的原则定出
Η

Η 。一 Η 二 ≅ <Η 。⊥= ς Η ≅ Ο

Σ一粤,
一  

_
, Η 。

一 。
8

‘

一 凡 月一 忿 : ,

<Κ
8

 � =

一

因此能级由下列函数方程决定
Η

丫。7。丫丁丁飞了 ς 。塔 ≅ <Η 。, 一 。。 = 一 。咭 ≅ <Η 。?= ς 。≅ Ο ?丫。一 口
。

一 ‘ ς 口

<Κ
8

 � =

还必须讨论连续谱
8

对连续谱
,

_
。
_ β  

,

χ
]Ζ

一
忿丫1

‘ 十 Ε ‘:

为了获得散射相移
,

为了获得定态完备正交系
,

可以解出本征值为实数的解为
Η

≅
吧

乡产<
≅

= Τ
Α 6

Σ) Μ <。
�

一 。 ⊥

= ς Π<
。
=.

。

<。
,

一 。 �

= _
,

·

、<
·

= 一
。。 、

唇
Σφ

。

<。
7
ς 。 �

= ς 占<
。
=, Μ <。

Η
ς 。 �

=_
,

<‘
·

“ ,

丫 Π 一
 

其中
η

Θ 一 Υ ‘]Υ ‘+ 6 0<矛下
。
ς 7 ς 矛ι

。。 , � 丫。? ς 7 , 户=
,

η
Θ 一Υ Ξ �户‘0 <?丫

。
ς ?ι

。。 , � 丫。? ς  
,

Υ =
,

<Κ
8

 ∃ =

田田

?丫。 ς ?Υ
6 δ

一尤 一 ι
6?

γ 了:
8

�9 Α Ξ下⎯ 一二
! ∴
一 一下二

一
, 户 一

多一丁一 5 ( “

一 7 ≅
Τ 艺Η %≅ ,

丫￡� 一  左

Π<
。
= 为

。的实函数
8

<Κ
8

 劝 这些态一般也不是彼此正交的
8

为保证散射态彼此正交
,

必

须利用散射态的正交判据来选定 Π<
。
=

8

这时必须同时考虑
Ξ
” 。与

犷

一 Α6 时波函数的



第 � 期 戴显熹等 Η 关于相对论量子力学中某些相角不定性的消除

渐近行为
8

如果令
+ 。士  一 (产。“

士 ,

可以证明对一切
。’ β  的态存在下列关系

Η

<
, γ Ξ γ 十 γ γ 、 γ

_
’ 、

六三
, ⎯

7 户ς ) Τ   

Σ畏
、

ΣΤ 宁一  
8

41 6 丫 七 一
 

<Κ
8

 Ρ =

在
≅
φ Α6 时

,

注意到 %≅ 》  时波函数的渐近式为
Η

Τ )’<� 丫。[ ς 7=+
。

≅ <了
。? ς 口

。。? ς  =

萝户≅ ς ι。‘ )Ν 户≅ ς 要口
。‘ ?

目
, 山

‘ ,

<Κ
8

 ∀ =

竺
Θ 兀丫。ς ι6 Ρ

≅ <� 丫
。? ς

≅ <丫
。萝一 ι

。‘。

一 ‘, ≅一ι。Η ‘)Ν , 卜番>
。。‘

∗ 一

7=一十

田功

≅8,8  声、冲888Δ

其中已考虑到 %≅ 》  时
, 。Η

中起主要作用的项与 。 Η

的不同
8

记

≅ <� 丫。￡ς 7=+
。

γ
γ γ , 。 ≅ <� 丫

。‘ς Ε =
。二  。ς ι 。‘

二万尸一了一了一三丁一一叮丫二二
一

Τ 刀Θ
’ 一 , 二少一寸一

,

一丁二一一一下一下又了

)Δ <丫
。? ς ?ι

。。 ς  =
‘ 一

≅ <丫
。? 一 ?ι

。。 ς  =

则

Τ 杏
。 ‘“ ,

Σ
·

, <
·

= 之
·

, δ? ·

<
,
·

ς 。
。· ,· , · ς

含
。
。· ς 。

=
,

·、<
·
=二一 ⊥

丫碧
。

∃ ·

<
, · ς 。

。·  · , ·
ς

合
。
。· ς 。

,

=
,

其中

“ 一

命
‘Η

’
ς ‘

’
ς � Η ‘一 <

· ς
一

�“, , ‘
,

Θ 6 δ

声Τ
了 ς 去,

<
。
=

∗ 1 ( 多夕

Τ

(777 Δ夕 二二二

于共 〔Η

韶 Α 6 δ
拼

Θ 6 δ

<
κ 一 口= ς !

Θ 6 δ
<月一

。
=Ζ Τ 一

δ?Ν 。
, ,

口 Θ 6 δ万Φ”
δ‘Ν <

“ 一 夕= ς ‘δ‘Ν <夕一
“
= Γ 一

Α 6 δ ‘
’ ,

汉少

—
考口

“一
Α 。

价 十 战
。
= δ一 。一孙

8

�

利用 <Κ
8

 Ρ =
、

<Κ
8

 ∀ =
,

正交
一归一判据化为

Η

方Α

, Η

一 , ?
Σ

Η ⊥
 

‘
Η Θ 6 δ

<。
ς 一 : 一

=
。?Ν Φ 丫

。)Ν ] Υ
⊥ ≅ ς , 厂一 夕

 
一 < 。 )Ν ] Υ

Η ≅ ς :牙

一 夕
�

= Γ _ ς _
Α 。

_
’
口ϕ
心�

∃ 一  

Φ , 占<%
⊥
ς %

]

= ς , 】
。⊥

_占<户
⊥

一 %
]

= Γ

Τ 占<,
Η

一 , ]

= Τ _,
,

_
方] Α
争

⊥
Φ母<Υ

,
ς 九= ς 占<Υ

,

一 Υ
]

=Γ
8

<Κ
8

 ∃ =

当 Υ
,

特 土 %
]

时
,

要求 <Κ
8

 ∃= 左端第一项为零
,

因而得到 Π<
。
= 的函数形式

Η

云<
。
= 二 ΔΟ 夕<

。
= 一 ΔΟ Φ , 。 )Ν 丫奋二丁 ς : ≅ Ο <才

。

一  = 一 。。Γ
8

<、
8

 ! =

因此
,

散射态情况下
,

正交条件并不导致能级分立<这是物理上所要求的
,

也是运用正交
⎯
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变分原则时首先关心的
,

因为正是正交条件在 _
。
χ ϑ  时给出能级分立 =

,

而是给出了实

函数 Π<
。
=的具体形式

8

:。是与态无关的常数
8

当 , ⊥

、 , ]

时
,

<Κ
8

 ∃= 同时给出归一化

常数
Η

Α 。 一
习

γ

Σ三二止丫
“

8

夕 α 5 ￡ 十 7 方Α 尤 Ξ
<Κ

8

� ∴ =

这样所获得的散射态与束缚态并未保证正交
,

因为 :。 尚未确定
8

物理上要求散射态与束

缚态都彼此正交
8

这个要求是可以办到的
8

因为这时判据 <�
8

∃= 的 右 端 为 零
,

左 端 的

犷
。 66 的项也为零

,

因此正交条件唯一地定出 : 。Η

沙。 η : ≅Ο 2<了
。‘= ς : ≅ Ο

了了。

尤 十
Ε , :

一  

_
ς 一Ο ≅ <‘一 � , 。‘,

·

<Κ
8

�  =

因此
,

利用正交
一
变分原则

,

使束缚态能级 自然分立
,

但不使散射态能量分立
,

却可以定出

实函数 Π<
。
=的具体函数形式

,

最后将能级和全体定态 <束缚态和散射态=及其归一化常数

都确定下来
8

因此同时也解决了散射问题
8

同样也可以将正负磁荷的相对论定态和能级

的不定性消除
8

总之
,

量子力学中本征态全体具有整体性质
,

这种整体性质在某些有奇性态的问题中

表现得特别明显
Η
一个态的相角的不定性牵涉到整组态和能级的不定性

8

正交
一
变分原

则就是利用基态能量最小和态的正交性将这种不定性消除的
8

作者对杨振宁教授
、

谷超豪教授
、

夏道行教授和参加黄山基本粒子座谈会的老师与同
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8
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